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1 LOCATION OF ZEROS

im Innern des Intervalls (0, I ) besrandig positiv ist, bildete ich die Quotienten

Nun wollte ich erkennen, in welcher Weise die Anzahl der Zeichen wechsel in

diesen MACLAURIN'schen Entwicklungen mit der Anzahl der Wurzeln zwischen 0 unci I

zusammerihangt. So rand ich von neuem die unten zitierten Ergebnisse von LAGUERRE

unci das von ihm gestellte Problem, dessen Losung mir teilweise gelang.

VBER ErN PROBLEM VaN LAGUERRE .

Briefwechsel zwischen M . Fe k e t e unci G . P 61 ya ( Budapest ) .

�

Estratta da . ! tam a XXXIV ( 2 . 0 sem . 1912 . ) dei Be " dicontl del Clt ' colo MtJMmaUco It , Pcale , . . . . . .
.

Adunanza . de ! 12 . ma . ggio 1913 .
�

I ) q bedeutet eine ungerade Prirnzahl , ( - + - ) das LEGENDRE ' sche Symbol .

R , nd . Ciie . Matern . Palermo , t . XXXIV ( 20 sem , 1912 ) . - Stampato il 28 giugno 1912 . I

For comments on this paper [ 5 ] , see p . 415 .
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durch wiederholte Summation die Folgen

A (o)= a A (O)= a + a A (O}= a + a + . . . + a A (O) = a + a + . . . + a . . .0 0' I 0 I , . . . , mOl m' ,"+1 0 ' '" ,

A (I) - A (O) A (,) - A (o) + A (O) A (I) - A (O) + A (o) + . . . + A (ol0 - 0 ' I - 0 I ' . . . , n - 0 -- I It , . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

class also lim v (k) existiert, nicht
 = 00

lim v (k) = p
} = ~

�

aquivalent.

LOCATION OF ZEROS2

DESCARTEs'schen Zeichenregel auf Potenzreihen, class

A ( k ) = A ( k - J ) + A ( k - l ) A ( k ) = A ( k - I ) + A ( k - l ) + . . . + A ( k - I ) . . .I " I ' . . . , II 0 I II ,

wo die ( k + I ) - te Folge aus den Koeffizienten der MACLAURIN ' schen Entwicklung von

_ _ 1 ~ ~ 2 _L - besteht . Die Anzahl der Wurzeln van f ( x ) zwischen 0 und I sei p , die

{ I - X ) " + l

Anzahl der Zeichenwechsel sei in der Koeffizientenfolge des Polynoms gleich w und in

der " ( k + I } ten Folge v ( k ) . LAGUERRE bewies 2 ) , mit Hilfe einer Verallgemeinerung der

w ~ v ( O ) ~ V ( I ) ~ . . . ~ v ( k ) ~ v ( k + I ) ~ . . .

v ( k ) ~ P

v ( k ) = = p ( mod . 2 ) ,

kleiner , als p sein kann und kongruent p ( mod . 2 )

10
20

30

gleich p ist, wenn f (x) nur

bedingen, konnte ich bisher

nicht fuhren, nur fur p = 0 gelang mir dieser Beweis, wenD ich auch komplexe
Wurzeln zuliess.

Urn rneine Resultate zu gewinnen, habe ich -die MACLAURIN'schen Entwicklungen

~) E. LAGUERRE: a) Mlmoire sur la theark des equations numeriques [Journal de Mathematiques
pures et appliquees, me serle, t. IX (1883), pp. 99-146] ; b) ( Euvres de LAGUERRE (Paris, Gauthier-
Villars), t. I (1898), pp. 3-47.

3) Denselben Zusammenhang zeigte LAGUERRE zwischen der Anzahl der Nullstellen yon f (x) im
Intervall ( I , 00) und der Anzahl der Zeichenwechsel V(k) in der Koeffizientenfolge der Entwicklung

von f (x) nach fallenden Potenzen van x. Er beweist ihn auch fur den fall, wo f (x) erne Po~
( I - X)k+J

tenzreihe ist [ loco cit. ~), b), p. 9] . Nach der Abfassung dieser Zeilen erschien ein neuer Beweis fUr

LAGUERRE'S zuletzt erwiihnten Satz yon A. HURWITZ ~ Ober den Sat:{ van BUDAN-FoURtER [Mathema-

tische Annalen, Bd. LXXI (1912), s. 584-591] \.
4) LAGUERRE fragt eigentlich nach clem Werte lim V(k) ; die zwei Probleme sind ersichtlichk~~

Meine Untersuchungen ergaben, class lim v (k) genauk~~
reelle Wu.rzeln besizt. Ohne die Realitat alter Wurzeln zu

den allgemeinen Beweis fur die Richtigkeit von
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van Quotienten der Form

a + 2 b x + C X2
( I - X) r

und b2 - a c < 0 zu untersuchen. Zuerst aber definiere ich den Begriff
positiven Reihe, wodurch die Formulierung der verwendeten Satze be-

x - x
0

( I - X)"
und

fur Xo> I
einer r-fach

�

Nun besteht fur r -fach

(i = 0, 1, 2, . . .)

solche

�

3 LOCATION OF ZEROS

trachtlich erleichtert wird .

I . Ich nenne die Potenzreihe rnit reellen Koefficienten

. . . . . . . . . . .

I (x. Lto- " ~ . k . . . ~ . '-J . - ' k - ~

I , 2, . . . )

fur 0 ~ io < i , < . . . < ik und 0 b k ~ r positiv sind 5).
positive Potenzreihen folgender

~

SATZ I. - Bildet man das Prod1.tkt einer r{ ach positiv~n Potenzreihe . L ~II x" und
" = 0

lines Polynoms r-ten Grades mil reellen Koeffizienten 10+ YIX+ . . . + I , x', (1,# 0),
so kann die Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffizientenfolge ~i (i = 0,

~

der Prodtl.ktreihe L ~iXi die Zahl r nicht tjberschreiten 6).
i = o

Beweis: Gesetzt, der Satz sei falsch. Dann konnten ailS der Folge

~ - HI + H r + ' . . + H r. - \ A . \ A . \ A .

t I 0 I - I I t - ' ,

(~I = 0, wenD s < 0)

~. , ~. , . . . , ~. , ~.
Jo JI t , 1, + 1

herausgegriffen werden, deren Indices die Bedingung

io < il < . . . < i , < ir+1

erfullen und abwachselnd positiv und negativ sind.

5) Ein einfaches Beispiel fur eine r-fach positive Reihe ist die MACLAURIN'sche Reihe von

co co

. I ~ ; Xi = L a. ; Xi . ( Yo + Yl X + . . . + YI ' Xl ' )

i = o ; = 0

hochstens nur w Zeichenwechsel auftreten . Mit Hilfe dies ~ s scharferen Satzes bewies ich den von LAGUERRE

nicht ganz einwandfrei begri . indeten Satz , class , wenn f ( x ) ein reZZes Polynom be : ceicbnet , in der Koeffi -

: cientenfolge von f ( x ) e ~ X die An : ( ahl der Zeicbenwechsel mil wacbsendem : ( nur aunehmen kann .



Fassen wit die (r + 2) ldentitrtten
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�

+ + ~. i' = ~.'0-1' ,. '0IX '(io 0
.

IX. i + IX. i +
- Y+ I 0 - Y + I - J I

in den (r + I ) GrOSSellals lineare Gleichungen
aus den

wobei wir

1m ersten

(r + I ) ersten, als auch
naturlich denselben

FaIle erhalten wir

=' ~iO [iJ'
zweiten

.

' 1.1 ' . . . ,

.
1m

i2, . . . , i,J - ~il rio'
aber

( - I )' [il , i2" ' "

= ~il [i2, i3, . . . , i '+J] - ~i2[il , i3, . . . , i '+I] + . . . + (- I )r~i'+I [il , i2,
Die bier vorkornmenden Determinanten sind nach Voraussetzung pcsitiv, die nach

i,+,]Yr
. .. , i,.].

financier

ersten

class die

zugleich

folgenden ~ Vorzeichen,

oder nicht, ist unnotig, sammtliche Determinanten

(1)

zu

(I)
[i,

untersuchen . Es besteht

SA TZ II . - Die Poten ~ reihe

sind positiv } falls nur die

unter ihnen positiv sind .

Urn den Satz II . zu - - - - - -

LEMMA . - Sind sammtliche

a .

1 ' - 2

a .

2 ' - 1

'-' .!., 
~~

 . ~
 ~

(1
1 ~
 ~..

 ~~
'"1

 ... 
. ...

 ...
k 

~-

.

a .n,~z .

� �

aI,i+1I
a .2,1+11 = {i, i + I , . . . , i + n} (1 ~ i ~ m- n)

.

I atl+I,i an+I,i+1

LOCATION OF ZEROS

it] +

wechseln ihre

und die ( n + I Ordnung
a .I,.
a2,i

. a " + I, i+ n

es zeigt sich also , class ( - I ) " y , . im

FaIle clas Vorzeichen van ~ io ' im zweiten aber das van ~ il hat . Die Annahme ,

Zahienfolge ~ i rnehr als r Zeichen wechsel aufweist , hatte zur Folge , class y , .

positiv und negativ ware .

Damit ist der Satz I . be wiesen .

[io' ii ' . . . , ih]
(o ~ io < il < . . . < i ~. o ~ k ~ 'f)

nahmlich
~

L
n = o

Determinanten

.

.

.

.

.

.

4

.

.

. . . + (1; v = ~i ' + I - " I ,. i " + 1

i'o' 11' . . . , Yrauf, sokann risowohl
aus den (r + I ) letzten unter ihnen berechnet werden,

Wert erhalten mussen .

(- I )" [io' i ., . . . , i..Jr ,.
+ (- I )"~i,.[io' ii ' . . . , ir- I] '

+ lXio- I Y I
. . . . . .

aJ,i+ I
a .

2 , J + 1

. . . .



an+l,lx1 + alf+I,2x~ + + al1+~~f'-tl Xl1+1 + atl+I,11+1 = o.

rminar
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positiv, so sind sammtliche Determinanten

{i" i2, . . . , in, iH-i:-li
ebenfalls positiv.

Beweis: Zuerst zeige ich, dass aus den Voraussetzungen

. . . , h - I , h + I , . . . , n + II > o, {2, ~.. , h - I, h + I, . . . , n + 2}> 0

t I , 2, ' " , n + I } > 0, {2, 3, . ~ . , n + I , n + 2} > 0
die

p.. -
"

~ '""
d

N
 

0
c 

~
"

....
p.

. 
<

"
_

. 
-

.
~

 
....

t/)
 

$I):
~

 
....

a 
< 0

N
 

~
~ ~

   h - I , h + I ,

das Gleichungssystem

+

. . . , n + 2} (h = 2, ~. . . ' , n + I )2 , . . . ,

lose ich

alii XI + al;2xZ . . . + a 1,11+1 XII+1+ a = 0.l,n+2
. .

Es ergiebt sicl)

und

(h = 2, 3~ . . . ~ n + I) .

SolI
Xb auch dem urspriinglichem Gleichung ~system genugen , so muss fur xI der

Wert eingesetzt werden ; also ist :

Xb = ( - I ) ,,- bX

{ I . 2 . .. .. b - I . b + I , . . ., n . n + I } { 2 , 3 , . .. , n + I . n + 21 + { 2 , 3 , . .., b - I , b + I , . .., n + 2 } { I . 2 , . . ., n . n + I }

X { 2 , 3 , .-. :, n , n + I } { .r , 2 , . .. , n , n + Ii '

oben

Vergleichen wir die beiden Werte van Xb' so ergiebt sich 7) :

�

7) Diese Dete ltenrelation ist wahrscheinlich bekannt, ich konnte sie jedoch in Handbuchern

5 LOCATION OF ZEROS

(I ~ il < i~ < . .. < in < in+l ~ 11J)

(b = 2, 3, . . . , n + x) (h = 2. J. . . . , n + I )

betrachte, erhalte ich

berechnete

nicht finden.

x1= (_ I)n-'l:! 3, ..., n+ I, n+ 2i{ I, 2~ ... " n, n + I}

Xb= (- I)n-bII, ..., h- I, h+ I, ..., n+ 2}, I, 2, ..., n, n + Ii

{ I ,

unci

Sodann berechne ich Xb yon neuem aus demjenigen Gleichungssystem, das aus dell

obigen dutch Weglassung der letzten Gleichung entsteht ~ indem ich x I als Parameter

.~2. " ...,' n, n+II
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�

�

li + 1

(2) ii . ..

. . .

r i- k+1

  > 0

"( i I

positiven Reihen auch mehr als r fach

. . .�

8) Dass die Produktreihevan r .fach positiv sein kann,

1 1 1- - . = .
(I - XY+l (I - X)r+l (I - X)2r+2

6 LOCATION OF ZEROS

ii

zeigt das Beispiel

eo 00 oc
3. SATZ 1II.- DieProduktreihe 2 in xn der r-fach positiven Potenzreihen L IXiXn, . I ~nxn,.=0 n=o n=o

ist zu mindest r{ ach positiv 8).
Zum Beweise muss nach Satz II . gezeigt werden, class die Ungleichungen

Yi+k
Y i+k- i

-
Die Determinanten rechts sind nach Voraussetzung sammtlich positiv, also ist es

auch die linksstehende, was zu beweisen war.

Dieselbe Schlussweise gestattet aus der Positivitiit der Determinanten (n + I )-ter

{iJ' iz, . . . , in+,}, li .z, iJ' . . . , in+2}

und der Determinanten n-ter Ordnung

{ii ' . . . , ib- I ' i "+I ' . . . , in+1 " {i2, . . . , i "- I ' ib+I ' . . . , in+2}
die Ungleichungen

{ii ' . . . , ib- " ib+I ' . . . , in+2} > 0 (b = 2, 3, . . . , n + I)

zu folgero unci auf diesem Wege zu be\\'eisen, class sammtliche Determinanten (n+ I )-ter
Ordnung posirlv sind, fur weiche i1l+1 - il = k + I , wenn das van alIen Determi-
nanten derselben Ordnung schon bekannt ist, fur welche i - i = kist .11+. .

Damit ist unser Lemma bewiesen.
Aus ihm folgt sofort der Satz II . Ich setze

ai,k = IXk- i (IXt- i = 0, wen k - i < 0)wobei

{ii ' i2, . . . , in} = [i . - I , i2 - I , . . . , i ,, - I ]

wird. FUr n = I folgt aus unserem Lemma, class die U ngleichungen

[ 0] > 0, L I ] > 0, [ 2] > 0, . . .UDd

[0, 1] > 0, [ I , 2] > 0, [2, 3] > 0, . . .
die Ungleichungen

[ i J' i~] > 0 (0 ~ i I < i~);

nach sich ziehen; die eben erhaltenen Ungleichungen und

[0, 1, 2] > 0, [ 1, 2, 3] > 0, [2, 3, 4] > 0, . . .
ergeben die weiteren

[ii ' i2, i3] > 0 (o~ il < i2 < ij ) ;u. s. w.

j'i-1. .
Yi-k
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fur jedes
o ~ k ~ r

links ist das

( i + k + I )

11- 11-
I %

11- 0 11- 1

0

i ~ 0,

bestehen. Die Determinante

mit je ( k + I ) Zeilen und

Matrices

Spalten00

�

.

(1.0 .

. .

( ) .0 (Xo IX.I

�

~i-1
~i
~i+1

~o
~I
~~

.

~i+k- t

bekannten

.

sie ist also nach
Determinanten

verbunden sind.

Summe der

00L ~ n xnn=Qund

(1' ~ I)

evident. Sie sei richtig fur

x- x0 ~(I _ )R = r u XflX fI~Q 11 ,
~
I"=0(4) V x",..

� �

(5) (0 ~ i, 0 ~ k ~ R; VS = 0, wenn s < 0)
V.I

- was nach Satz II . die R-fache Positivitat der Reihe (4) sichert- folgt fur k~ R- I
ahnlich, wie oben, aus clem Urn stan de, class diese Deterrninante das Produkt der beiden

7 LOCATION OF ZEROS

�

- ..

�

0
0
0
.
~o

.

,

v.I

V. kJ-

Vj+k

(y, = 0, wenn s < 0)

zeilen weise ausgefuhrte Produkt der

.  k
.  i- I
.  i -2

.

.

.

Satz glei~h der
der oinen Matrix

, -Each

4. Ich schliesse
SATZ IV . - 1st

eine r1ach positive Reihe.
Die Richtigkeit unserer

r ~ R - I , es 5011 gezeigt
Setzen wir

(3)

Die Positivitat der Determinante

Produkte , in denen die

mit den homologen der anderen

~

siIld jedoch positiv , da die Potenzreihen I . OCn x "

" = 0

daraus folgt aber die zu beweisende Ungleichung ( 2 ) .

Reihe der vorausgeschickten Sitze mit

MACLAURIN ' sche Reihe von

x - x
0

( i - = - x : ) - ; ; + I

Behauptung is ! fur r = I

werden , class sie auch fur r = R richtig ist .

Xo - X
(1 - X)R::;:~-

.

.

.

.

.

.

.

.

!Xk+i
!XL .~+.- I

~k+i- 2

.

~.

B.. 1-2
~j- r
~j
. . . .
~i+l- :

0

~o

~I
. . .

~i - 1



� �

Uf . . . Uk . . . Uk+ i

. . . u0 . . . u .
J

I . . . I

HANKEL'scheu

f ( x) = "/(:- A(k) x"
( )k+1 L 11I - X 11=0

kann die Anzahl v(k) der Zeichen\vechsel nach den erwahnten Ergebnissen von LA-
GUERRE mit wachsendem k nur abnehmen, kann aber nie tinter p sinken; v (I?) strebt
also gewiss fur k = ~ einer Grenze zu, die nicht kleiner als p ist.

8 LOCATION OF ZEROS

Uo
0 Uo' " Uk-r . . . Uk+i-r. . . . . . . . . . . . . .

II 0

�

�

(k + I ) Zeilen

  1

1

. . . . . . . . . . . . .

11 . . . 11 . . . 1

~ - . ~ - . . . . . . . . . -~ ~

( t + k + I ) Spalten

ist . Die Determinanten ( k + . I ) - ter Ordnung ( k ~ R - I ) der ersten Matrix sind

nahmlich nach der vorausgestzten ( R - I ) - fachen Positivitat van ( 3 ) sammtlich positiv .

Die homologen Determinanten der zweiten Matrix aber sind ersichtlich teils po -

sitiv , teils verschwindend .

8 M . F EKE T B UND G . P 6 1. Y A .

Matrices

 lR (R+ I }

Fur k = R ist die Deterrninante ( 5 ) his auf den Faktor ( - I ) " gleich der

v . R v . R . . . V .J - J- + 1 I

Vi ~ R+ 1 Vj - R+ 2 ' " Vj + 1 .
. . . . . . . . . . . .

Vi Vi + I ' . . Vi + R

Da die Vn ( n = 0 , J , 2 , . . . ) eine arithrnetische Reihe R -ter Ordnung rnit der

konstanten R - ten Differenz ( Xo - I ) hilden , so ist der Wert dieser HANKEL ' schen De -

terminante , wie bekann t , gleich

 -.!.-R (R+ JJ

( - 1 ) 2 ( XO - I ) R+ 1

Der Wert der Determinante ( 5 ) ist also fur k = R gleich ( xo - I ) R, d . h . wegen

Xo - I > 0 selbst positiv .

5 . Nach diesen Vorbereitungen konnen wir unser Problem angreifen . Es sei

f ( x ) = ao + a1x + . . . + a ,nx ,n ( ao ~ o )

ein Polynom , das im reellen Zahlgebiet in lineare Faktoren zerfiillt , SOllst aber ganz

beliebig ist . Ich bezeichne mit p die Arizahl jener W urze111 von

f ( x ) = 0 ,

welche positiv unci kleiner als I sind . In der Koeffizientenfolge

A (k) A (k) A (k)0 ' I ' 2 " ' .
der Potenzreihe

0 . . . 0

I . . . 0



Polynom
�

9) 1st einer der Zahlen n, p, P gleich 0, so ist der bewgliche Faktor gleich I ZU setzen.
1 ) Es ist nahmlich

also

9 LOCATION OF ZEROS
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Die Ausflihrungen linter N   I . - 4 . ermoglichen nun zu beweisen dass

limv ( k ) = p ,
k= ~

welche Aussage rnit Rucksicht darauf , dass die v ( k ) ganze Zahlen sind , auch so for -

rnuliert werden kann : es existiert cine positive Zahl K , so dass

( 6 ) v ( k ) = p ,

wenn k > Kist .

Ich beweise eigentli ~ h rnehr , als die blosse Existenz von K ; ich zeige nahmlich ,

class K - bloss Yom Grade m des Polynoms abhangend - folgenderweise gewihlt werden

kann : .

K = = ( In + 3 ) 2

4 .

Die Produkte dcr Linearfaktoren von f ( x ) , welche I ) zu den negativen Wurzeln ,

2 ) zu den Wurzeln z \ \ , ischen 0 und I , 3 ) zu den Wurzeln grosser als I gehoren ,

sollen der Reihe nach mit ' I ( .\ ' ) , I : ( x ) , n ( x ) bezeichnet werden , und ihre Gradzahlen

mit n , p , P 9 ) . ( Die Li . nearfaktoren sind fur negative Wurzel Xo in der Form x - xo '

fur positive in der Form Xo - x zu denken ) .

Dann ist

f ( x ) = C ' I ( x ) , . ( x ) u ( x ) ( I - x ) S ( c eine reelle Konstante )
und

n + p + P + S = tn .

Die Behauptung ( 6 ) ist bewiesen , wenn ich zeige , class

v ( p ( p + I ) + s ) = p

besteht ; daraus folgt nahmlich die l "{ ichtigkeit van ( 6 ) a fortiori , da ja

PCp + I ) + s < ( m + 3 ) Z
4

ist 1 ) . Fur P = 0 ist die Anzahl der Zeichen \ \ " e :.:hsel im Pol ynom (_ 1l : L ) s = c v ( x ) 7t' ( x )I - X

nach der DESCARTEs ' schen Regel . gleich p , also weist die Koeffizientenfolge der MAC .

LAURIN ' schen Reihe van (- - 1~ ~ -) S-+-1 ebenso viele Zeichenwechsel auf , d . h . v ( s ) = p .I - X

Sei nun P > o . Nach den Satzen III . und IV . ist die MACLAUR  N ' sche Reihe vnn



k ~ (w + 3 )24
ist.

6. Jetzt werde ich noch beweisen, dass der Satz

lim v (k) = p
k = Qo

auch dann besteht, wenn das Polynom f (x) mit reellen Koefficienten auch komplexe
�

II ) Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften, Bd. I {Arlthmetik und Algebra)J S. 410.
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- -

C'7t ( x), so e.nsteht fine Reihe, die nach Satz I . hochstens p Zeichen wechsel enthalten
kann .

Diese Reihe soIl wieder mit v(x) multipliziert werden, wodurch wir die Reihe von

C7t(x) n (x) - f (x)

(1 - x)P(P+1I V (x) - (1 - x)P(P+J)+~
erhalten. Dabei kann die Anzahl der Zeichenwechsel nur abnehmen, da v (x) tauter
Linearfaktoren von der Form x + iX, ( iX > 0) besitzt und wie bekannt 11), kann bei
der Multiplikation mit solchen Linearfaktoren die An-zahl del Zeichenwechsel nie wach.
sen . Damit ist bewiesen , class

V(P(p + I ) + S - I) ~ p
ist ; anderseits ist nach LAGUERRE :

v(s + PCP + I) - I) ~ v(s + PCP + I)) ~ P
also

v(s + P(p + I)) = p.
Die Abschatzung Jer Fussnbte 10) kann mit der scharferen ersetzt werden:

s + p (p + I ) L (w + 3)'-- ,

4

wo w clie Anzahl cler Zeichenwechsel in cler Koeffizientenfolge von f (x) bezeichnet.

Wir konnen also K auch gleich (w + 3 )2 setzen, was im allgemeinen eine bessere
4

untere Grenze fur jene k festlegt, fur welche

v (k) = p

ist. An diese Bemerkung anschliessend, mochte ich hier noch hervorheben, class eine
leichte Modification unserer Ausfuhrungen folgende Verallgemeinerung ergiebt:

1st f (x) eine ganze transcendente Funktion vom Geschlecht 0, mit lauter reellen
W urzeln, deren KoefIizientenfolge w Zeichen wechsel aufweist (w endlich), so ist die
Anzahl der Zeichenwechsel in der MACLAURIN'schen Reihe von

_ f (x)

( I - X)k+1

gleich der Anzahl der W urzeln van f (x) im Intervalle (0, I ) , sobald



 " = (n t i) a + 2 (n +

OBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE. II
-

Wurzeln hat, jecloch mit cler Beschrankung, class im Interval! (0, I ) keine Wurzeln
liegen, d. h.

p = o

ist . Wir konnen ohne Beschrankung cler Aligemeinheit voraussetzen , class f ( 0)  = 0 ist .
Wir konnen also schreiben

wo k (x) das Produkt der
dratischen Faktoren bedeutet
haben.

haben

kommt

  das namliche Vorzeichen; auch in der MACLAU-

kein Zeichenwechsel vor : die Gleichung

Jim v (k) = 0 = P
k = oo

wird also bewiesen sein, wenn ich zeige, class fur genugend grosses i die Vorzeichen
tier Koeffizienten von

+ (XnXff +

posiriv ist.
Da fur n ~ 2

; - I) b + (n + ~ - 2) C,
ist

(n + i)(n + i-I) = A (i) + 2 B(i)n + C(i)n1~n (n t i)
wo

A (i) = ai ( i - I ),

2B ( i) = 2 (a + b) i - (a + 2b + c) ,

C ( i) = a + 2 b + c.

gross, dass das Vorzeichen derWahlen wir i so

11 LOCATION OF ZEROS

f ( x ) = ck ( x ) v ( x ) ll ( x ) ( r - x ) S

zu den konjugierten komplexen Wurzeln gehorenden qua -

und die ubrigen Bezeichnungen die friihere Bedeutung

Die Koeffizienten von v ( x )

RIN ' schen Reihe von _ - . ! ! i ~ 2p

( 1 - x )

a + 2 b x + C X2 + + 2 += = a tXX tXX

( I - X)i+I I 2

mit sg a ubereinstimmen , falls die Diskriminante

a c - b2



12

Damit ist der Beweis geftihrt .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Urn die Richtigkeit der Gleichung

Jim v (k) = p~- ( 

nach der verwendeten Methode zu beweisen, ohne die Wurzeln irgendwie zu be-
schranken, mGsste noch gezeigt werden, class ein quadratisches Trinom mit konjugierten
komplexen Wurzeln a + 2bx + cx2 durch ( 1 - X)k dividiert eine Potenzreihe liefert,
die fur genGgend grosses ,~ p-fach positiv ist, wie auch p ge\\' ahlt sein mag.

Dass dies geht, scheint mir sehr wahrscheinlich sein; indessen ist es mir aber
nicht gelungen, einen Beweis dafGr zu finden.

' . . ' . " " . . ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Budapest, den 18. Dezember J911.

MICHAEL FEKETE.

�

II.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ich glaube an das van Ihnen neu angeregte Problem mit finer nicht ganz unge -

eigneten Methode herantreten zu konnen ; leider ist die Losung finer Beschrankung

unterworfen , die aber aus rein algebraischem Gesichtspunkte betrachtet unwesentlich ist .

Ich beweise namlich den Satz :

Es sei

f ( x ) = ao + a1x + a2x2 + . . . + amxtn

fine rationale ganze Funktion mit reellen Koeffizienten , die im Intervalle ( 0 , I ) keine

mehrfache Wurzeln besitzt ; dann lasst sich eine solche ganze Zahl K angeben , dass

falls die ganze Zahl k grosser als Kist , die Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffi -

zientenfolge der Potenzreihe

f ( x ) = A ( k ) + A ( k ) X + . . . + A ( k ) Xtl + . . .

( ) J + k 0 J 11
I - X

genau mit der Anzahl jener Wurzeln van f ( x ) iibereinstimmt , die in das Innere des

Intervalles ( 0 , 1 ) fallen .

Ich nehme noch an , class ao positiv , und f ( r ) van Null verschieden sei . In diesen

Annahmen liegen keine wesentliche Beschrankungen . Denn einerseits : die Wurzeln , die

gleich Null sind , iiben iiberhaupt keinen Einfluss auf die Zeichenwechsel oder Zeichen .



-
+ kn - I + k

folgen
f ( l ) = 0

NuIlstelIe von f (x) ist,d. h. die labl s-facheeine etwaI genugt

ge\\'iss der Bedingung

f(x)(I - X)l::;kDie Koeffizienten

~ ( x ) = f ( x )
( I ~ X) S

~ ( 1) 2 o .

MACLAURINschen Reihe von

Ordnung der Reihe

+ am

I . sind die Zahler

der CESARoschen Mittel

+ 0 + 0 +
. . .

. . . .

,

ausfiihrlichgeschriebenA(k) = a0 0A(k) = (k + I) + (k)J k ao k a.
+ a1IiI)

A(k) == (k + 2) + (k + I) + (k).1 k tJo k al k a ,

. . . . .

�
. . . . .

+ (~)am
~ )

m m - I

+ am m -" =Fk m + k - I . . .

.

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�
. . . . . . . . . .

A~k) = ( k t n) ao + (k + ~ - + (k +: - m)am+

= (n ~ k) ( a. )

n - m - I

n - m - = l + k .

n +
+ al~ +amn

. .. . . . . . . . . . . . . .. . . . . . .

�
.

�
. . . . . . . . . . . . . .

ganze Zahlen, u. z. sei p kleiner als q; ich fuhre

f(p, q) = ao + arL + a:1L.e~ + ... + a LP-.=~q q q-I P I

wo
- = 0 .. . .

  qa _a -. _a- -'. -m+1 m+% m+nDie Anzahl cler Zeichenwechsel in cler Koeffizientenfolge cler Potenzreihe __1~.::2_k(I - X)l+ist genau dieselbe, wie in der Folge der CEsARoschen Mittel, die aus der vorigen entsteht,
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n n - I

q - I

��
q - p - I

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Seien p und q zwei nichtnegative
die Bezeichnung ein :

( 2 + k) ( 2 2 I )== 2 ao + al2 + k + aa:2-=FkI + k
' " " " " " " " , . , . , . " , . . . . . .

A~) = ( k t m) ao + ( k + 7 - I ) aJ +



A(k) A(k)
m =/(0, h), m =/(1,

A(k)n
I + h),

2. Es sei p ~ m, dann ist

m ~( P )1/La -1/=2 1/ l qq) = - LI !.~

q q - I

isr posiriv , was sich duTch wiederholre

Sei nun q so gross gewiihlr , dass

(1- +)(1-+) ( tn- I  I .1 - ~

q 2 '

dann wird gewiss

. . . L ~ V- I
-P-)"_ -P- l -=--:q q q- I

= ( f ) \I (
. . .

I I

= ( L ) II ( I - +) ... (I -~) - ( I - T) ... (I - T)q (I-i) ... (I-T)
< f ( I 2 V- I)l V(V- I) m(m- I)21- 1- - - - - ...- = L.p P P P - P .

Also, bei getroffener Wahl von q

v( +) - f(p,q)1 <Cla::1 + la31 +
Ahnlicherweise ergibt sich:

q) - f (P - I , q - I ) =

3.

.! a \/ (L _.E~ ).E~ ~-="::\/=1 q q - v q - I q - 2f (p,

(q - p) v p - Ia

Y q (q - v) q - I

m

L
11= 1

-
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(n t k)

�
q - V - I

� - - --
q - v - I

Der Faktor, womit ay multipliziert ist,
Anwendung cines elementaren Satzes ergibt.

= / ( n , n + k ) ,

. . . L - ~ = : : : ~ ~ .

q - V - I ~

+ laml) ~i ~} = _.!1 .

. . . =----

p - v - r. . .
q - v - r

- t =! - P- =: . . . - =~ ~ ) ~q- 2q- 3 q- v ~

- q-p m P- IP-2-q(q- iJ6vaYq-=2 q-=3
q - p ~ (P) !1!. (( P )1/-1=- -)1' - -Lval/ --q (q - I) t q 1/=2 q

- -

P - V - I

�

P - V - I

q - v



p

~ ( la . I + la21 + . . . + lamOq

oder

~ LL

- q

was wir eben ausgeschlossen haben .

5 . Dies vorausgeschickt , unterscheide ich nun lwei Fa ] le ; ist erstens ~ ~ I , so

hat einerseits f ( x ) keine positive Wurzel kleiner als Eins (   4 . Iu . ) und andererseits

sind die Glieder der unendlichen Zahlenfolge

f ( o , k ) , 1 ( 1 , I + k ) , f ( 2 , 2 + k ) , . . . , f ( n , n + k ) , . . .

aIle positiv , falls nur k > 0 (   4 . IV . ) ; sie stimmen jedoch im Vorzeichen mit den Koef -

fizienten der MACLAURINschen Entwicklung Yon f ( X ) k iiberein . Die Ubereinstim -

( 1 - x ) [ +

mung zwischen der Anzahl der Wurzeln in ( 0 , 1 ) und der Anzahl der Zeichenwechsel

ist also vollstandig ; beide Anzahlen sind namlich gleich Null .

1st aber zweitens ~ < I , so seien die Koeffizienten der fraglichen MACLAURINschen

Entwicklung , die mit den Indices

0 , I , 2 , 3 , 4 , . . . , n , . . .

versehen sind , der Reihe nach den punkten mit den Abscissen

0 1 2 3 n

k ' i - = Fk ' : 2 - - = Fk ' 3 - = Fk ' . . . , n + k ' . . .

OBER EIN PROBLEM YON LAGUERRE. 15

wo der heraustretende Faktor ersichtlich positiv und die in der geschweiften Klammer
an zweiter Stelle stehende Summe dem absoluten Betrage nach kleiner ist, als

4. Es sei

LOCATION OF ZEROS15

~ - - - -
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KoeffizientenIntervall (0, I ) angehoren. Die von verschie -

annimmt. H5heren Indices entsprechen Punkte van gr5sseren Abscissen, unci der ein-
zige Gr~nzpunkt allcr durch diese Zuordnung ausgezeichneten Punkte ist der Einheits-

punkt . Wenn wir ailS clem Intervall (0, I ) irgendein partielles lntervall herausheben,
so nehmen wir dadurch ailS der Folge der Koeffizienten cine entsprech~nde Teilfolge
heraus; ich bezeichne damit die Gesammtheit derjenigen Koeffizienten A~,k), die solchcn
ausgezcichneten Punkten entsprechen, welche in das herausgehobene Teilintervall fallen.
Die Teilfolge enthalt Koeffizienten in unendlicher oder endlicher AnzahI, jenachdem das
Teilintervall den Einheitspunkt zum Endpunkte hat oder nicht.

Ich sehe nun ab van lwei speciellen Fallen, namlich wenn f (x) im Intervall (0, I )
keine Wurzeln hat unci wenn f (x) linear ist ; diese Falle lassen sich auf ahnIiche Art
erledigen, wie der al1gemeinere.

Ich teile das I ntervall (0, I ) in T eilintervalle in folgender Weise: zuerst nehme ich
das Intervall ( 0, (X) ; im ( iX, I ) liegen nun die fraglichen N ullstellen van f (x), deren
jede ich mit einem Intervall erster Art umgebe, d. h. mit einem solchen, das ganzlich
im Innern van ( iX, I ) liegt, und in welchem, die Endpunkte eingerechnet, f ' (x) nicht
verschwindet; die van ((X, I ) ubrigbleibenden Intervalle sollen Intervalle zweiter Art
heissen. In den lntervallen zweiter Art hat If (x) I eine van Null verschiedene untere
Grenze, in den Intervallen erster Art ist das mit If (x) I der Fall ; diese unteren Grenzen
sollen fund f ' genannt werden.

Es sei nun nk die labI , welche den Ungleichungen

nk L nk + In:-+k - IX < nk + I + k
geniigt, d. h. nk = [--~-J .I-!XErsichtlicherweise wachst nk mit k uber aIle Grenzen.Wahlen wir weiter k so gross,
class

(I - T ) (I - +) ( m - I) > I1 - -

k 2

nk~ m
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wihrend in den Punkten der obigen Abscissenfolge die Funktion f (x) die Werte

f (3h ) , ..., f (;-:f:k) ' ...f( T ), f(,-.i-r), f(~ ),

A k ) A ( k ) A ( k ) A ( k ) A ( k )
0 ' I ' l ' 3 " ' " " " "

stimmen im Vorzeichen mit den verschiedenen CESARoschen Mitteln k - ter Ordnung uber -

ein , d . h . mit den Zahlen

J ( o , k ) , JCIiI + k ) , f ( 2 , 2 + k ) , f ( 3 , 3 + k ) , . . . , f ( n , n + k ) , . . .

I.

II.
III.

IV.



Nennen wir also M die grosste zwischen den Zahlell

I am I, j a,tt + a,n- , I , . . . , 1 a,tt + a,tt- l + . . . + al I

mMk
If ( 1) - f (v, v + l~) I < .

v + k - m - I

so ist ge\viss

17 LOCATION OF ZEROS
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OJ> mM .k
[7{I)1+ m- k - I

so wird 1 ( '1, 'I + k) gewiss von demselbem Vorzeichen sein, als f ( 1) .
Wollen wir also die Z~ichenwechsel in unserer Reihe abzahlen, so

uns auf die N erst en Glieder beschranken, wo

konnen
.

WIr

N= [mMkif"("'i"')l + m - k J.

6. Es sei die Potenzreihe

f (x ) = ao + a1x + a2x2 + . . . + a" x " + . . .

im Einheitskreise konvergent

f (x 2_- = A(k) + A(k) x + Alk) XZ + ... + A~) xlt + ...( )I+k 0 I ZI-X

�

r) Auf den Fall a = 00 beziehen sich die Satze von ABEL, FROBENIUS, HOLDER, CESARO, etc.

18 LOCATION OF ZEROS

1st also v so gross gewahlt, class

mM~== = < 11( 1) 1
v + k - m - l

Die Untersuchung der Zeichenwechsel fuhrt zu einer neuartigen Berechnung der

Wurzeln , die zwar cine langsame Approximation licfert , jedoch den Vorteil besitzt , auch

in viel allgemeineren Fallen anwendbar zu sein . Dies beruht darauf , was Sie schon bei

der ersten Erwahnung meiner Idee bemerkt haben , class namlich die eben auseinander -

gesetzte Annaherungseigenschaft der CESARos , hen Mittel auch bei Potenzreihen bestehen

bleibt .

Denken wir uns die Gitterpunkte der (n, k) Ebene, deren Koordinaten nichtnegative
ganze Zahlen sind und ordnen wir clem Gitterpunkte (n, k) den Wert f (n, n + k)
zu. Ziehen wir in del (n, k) Ebene zwei parallele Gerade, welchc mit der positiven
k-Achse einen Winkel mit der Richtungstangente a einschliessen (0 ~ a < 00) I) and
nehmen wir unendlich viele Werte f ( n, n + k), deren reprasentierende Punkte zwischen
den beiden parallelen Geraden liegen; dann hat die Menge dieser Werte den einzigen

Haufungspunkt f ( Iia ) . Allgemeiner lasst sich Folgendes aussagen: seien ~ und r~
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Dies ergibt sich aus der Abschatzung

IfCn, n + k) - f(p) I ~~~~-:-=-~).t I aVI+2M~llav I ~v+rf(p)- ! (n:F-x) I

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zwischen clem vk-ten und Vk + I -ten CEsARoschen Mittel k-ter Ordnung u. s. w .

Vn VI '12 'Ik

+ ' . . . , k + ' . . .2 '12 'Iko-+ ~ '

irgend einen van der Einheit verschiedenen Hiiufungspunkt p, so ist peine
der Funktion f (x) ; denn f (p) ist ein
viele positive und unendlich viele
sc~windende oder unendlich viele negative und verschwindende) vorkommen. Die Ablei-
tung der angefUhrten Menge kann ihrerseits hochstens einen einzigen Haufungspunkt
haben, den Einheitspunkt, da dochf (x) im Innern des Einheitskreises holomorph und
nicht identisch N uli ist. Ich behaupte nun, class, wenn

VO' VI' V2' . ' . ' Vk' . . .

die Indices jener CESARoschen Mittel bezeichnen, denen, der Reihe nach, in den conse-
cutiven Folgen immer das erste (bzw. das s-te) Zeichenwechsei entspricht, die Zahlenfolge

Vo 'Jl "2 'Jk
o+ -.;~' I -+ ~ ' 2+ ~ ' . ' " k-+ ~ ' . . .

nur einen einzigen Haufungspunkt besitzt, d. h. konvergiert.

N ullstelle

Grenzwert van Zahlen , unter denen unendlich

negative (oder unendlich viele positive und ver.

-

~) Tritt zwischen den Gliedern ~r ' ~r+r der Foige

~OJ ~I ' ~2" " ~r " "

ein Zeichenwechsel auf, so nennen wir l' den   Inder dieses Zeichenwechsels  .
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Besitzt dann die Zahlenmenge

1 + '1 'I

rnit Hinzuziehung cler absoluten Konvergenz der Reihe f ( ~ ) unci der gleichmassigen

Stetigkeit der Funktion f ( x ) . ( Hier bezeichnet Meine willkurliche ganze lahl ~ 2 ;

zwischen den lahlen ~ , k unci nk besteht dieselbe Beziehung , als zwischen den geichbe .

zeichneten im   5 ) ' Aus der Abschatzung im   3 , folgt fin ahnliches Resultat : ist

I ' n

lmn - = Fk = x

so ist auch

Jim ( n + k ) { f ( n , n + k ) - f ( n - I , n + k - I ) } = ( I - x ) f ' ( x ) ,

Seien nun die Koeffizienten der Potenzreihe reell ; wir bezeichnen mit

vo ' vI , " 2 ' " 3 " ' . ' Vk ' . . .

gewisse Indices ; es solI namlich fin leichen wechsel auftreten :

zwischen clem va - ten und Vo + I - ten CEsARoschen Mittel o - ter Ordnung ~)

zwischen clem " I . ten unci " . + I - ten CESARoschen Mittel I - ter Ordnung



muss ge.

d. h.

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

und bis+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

in der PaIge Co, C1, . . . , Ci, ' . . . , Ciz' . . . , Cis hochstens S- I Zeichenwechsel vor-
kamrnen. Also schliesse ich: der Index des s-ten Zeichenwechsels in der PaIge der bi
ist nicht grosser J als der Index des s-ten Zeichenwechseis in der PaIge der Ci' Diese Be-

VI' v1, '13' . . . , 'Ik ' . . . .

II
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" 0 ~ " I ~ " z ~ " 3 ~ . . . ~ " k ~ . . . .

LEMMA . - Lasst sich in der Folge bl , b1 , . . . bn , ~ . .

bn - bn + , < " t1n

setzen , wo ' / ) 1 ' .1 ) 1 ' . . . , " tJn , . . . eine nie wachsende , zu Null konvergierende unendliche

Folge van positiven Zahlen bedeutet , dann hat die Folge b " hz , . . . , bn , . . . , falls

sie lwei verschiedene Grenzpunkte b unci b ' besitzt ( b < b ' ) aIle Punkte des Inter -

valles ( b , b ' ) zu Grenzpunkten .

Die Konsequenz , class die Glieder der Folge im Intervalle ( b , b ' ) iiberall dicht sind ,

Da eine monotone Folge h6chstens einmal die Null passieren kann, ist ersichtIich, dass:
in der FoIge co, cr, . . . , ci[ kein Zeichenwechsel ist
in der Folge co' Cr, . . . , c. , c. , . . . , c. h6chstens I Zeichenwechsel'I 'r+1 'z

Indices des s-ten Zeichenwechsels in cler Koeffizielltenfolge solche Potenzreihen bedeuten,
die aIle ailS der ersten durch successive Multiplikation mit der geometrischen Reihe
emstanden sind, ist ( Lemma I . in betracht gezogen)

20 M . F EKE T E UND G . P 6 L Y A .

-

Ziebell wir in der Ebene ( n , k ) den Linienzug , dessen consecutive Ecken

( v 0 ' 0 ) , ( v I ' I ) , ( v 2 ' 2 ) , . . . , ( Vk ' k ) , . . .

sind , und den wir die erste ( s - te ) Zeichenwechselkurve nennen wollen , dann

zeigt werden , dass dieselbe eine bestimmte asymptotische Richtung besitzt .

~ ~

I . LEMMA . - Seien L b n xn un d L c n Xff Potenzreihen mit reellen Koeffizienten ,

0 ( )
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hat Herr FEJER 3 ) unter der engeren Bedingung nachgewiesen , class die Differenz

zweier konsekutiven Gliecler mit wachsendem Index clem absoluten Betrage nach unend -

lich abnimmt ; die bier gegebene Bedingung kann auch so ausgesprochen werden , class

falls in der Folie b I ' b 2 ' . . . , b n ' . " ein Abnehmen eintritt , clieses nur in einem

rnit unendlich wachsend .: m n unendlich klein werdenden Betrage stattfinden k3nn , Der

Satz FEJER ' S verhalt sich zu clem bier zu beweisenden ahnlich , wie ein bekannter Satz

HARDY ' S fiber arithmetische Mittel zu seiner LANDAu ' schen Verallgemeinerung .

Wurde narnlich der Satz nicht bestehen , so liesse sich ein Punkt c des Intervalles

( b , b ' ) finden , derart , class in das Intervall ( c - € , C + € ) , das ganzlich im Innern

Yon ( b , b ' ) gelegen ist , kein einziger Punkt zu liegen kommt , sobald n > N , Sei

ferner '/1N ' < 2 e ; da weiter b ' auch Grenzpunkt ist , muss - sich ein bv ( v > N , v > N ' )

angeben lassen , der rechts yon c + e liegt , Daraus wurde aber folgen , class kein einziges

bn existiert , das kleiner als c und dessen Index grosser als v ist ; das stehr mit clem

Umstande in Wiederspruch , class auch b eine Haufungsstelle ist . Lemma II . ist also

bewiesen .

Die Folge

v v V V3 VL0 1 2 "

O - + ~ ' I + ~ ' 2 - + - ; : ' 3 + ~ " ' " k + ~ ' . . .

genugt den Bedingungen des Lemma II . ; es ist namlich

vk - ' I1 + r - ( ' Ik - ' Ik + Jk + vk L Vk < ~

k + vk k + I + ' Ik + r - ( k + ' Ik ) ( k + I + vk + r ) - ( k + vk ) ( k + I + vk ) k

da doch Vk - Vk + l Die positiv sein kann . Hatte also die fragliche Folge zwei verschie -

delle Haufungsstellen b , b ' , so wiirdc f ( x ) - nach einer vorangehenden Bemerkung

dieses Paragraphen - fur jede Stelle des Intervalls ( b , b ' ) veTsch willden , was doch

ausgeschlossen ist . - IJetzterer Teil des Beweises konnte auch geometrisch durchgefiihrt

werden .

So gelangten wir zu einer neuen Methode reelle Wurzeln reeller Potenzreihen zu

erri1itteln . Aus der von LAGUERRE verallgemeinerten DESCARTEssche Zeichenregel folgt ,

dass die Anzahl der Zeichenwechsel Die unter die Anzahl der Wurzeln sink en kann ;

aber es bleibt unentschieden , ob durch die angegebene Methode aile Wurzeln und mit

richtiger Multiplizitat erhalten werden konnen ; der in    I . - 5 . bewiesene Satz zeigt ,

dass sie vollstandig zum Ziele fuhrt im Faile eines reellen Polynoms mit lauter einfachen

W urzeln .

Budapest , den 15 . Janner 1912 . GEORG POLYA .

�

3 ) L . FEJER : a ) Sur la se"rie de FOURIER [ Comptes rendus hebdomadaires des seances de l ' Aca -

demie des Sciences ( Paris ) , Bd . CXLII ( I . Semester 1906 ) , S . 5  1 - 5  3 ( seance du 26 fevrier 1906 ] ;

b ) A FOURIERje " le sorrdl ( Elso kozlemeny ) [ Mathematikai es Termeszettudomanyi Ertesito , Bd . XXIV

( 1906 ) , 292 - 297 ] . In diesen Arbeiten wird die Schlussweise auf die FOURIER ' sche Reihe angewandt ;

andere Anwendungen auf gewisse Fragen der successiven Approximation sind mir aus miindlicher

Mitteilung bekannt .
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III .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . " . ' . . . . . " " . . . '

Die Annaherungseigenschaft der arithmetischen Mittel , mit deren Entdeckung Sie

LAGUERRE ' S Problem fUr Polynome mit einfachen Wurzeln gelast haben , stellt den

tiefsten Grund der Tatsache

lim v ( k ) = p

k ~ ~

ins Licht . Urn das Problem ganz allgeme -in zu laseD , hab ~ ich den Zusammenhang

zwischen den arithmetischen Mitteln und den Funktionswerten weiter untersucht .

Meine Untersuchungen fuhrten in zwei Richtungen uber unsere bisher gefundenen

Result ~ te hinaus . Erstens bewies ich die Gleichung ( I ) fUr jedes Polynom und auch

f ( ir Potenzreihen , die irn Einheitsheitskreise konvergieren und im Punkte x = I ge -

wissen Beschrankungen unterworfen sind . ( Satz I . ) Zweitens zeigte ich , qass das durch

Sie gefundene Verfahren zur Ermittelung der Wurzeln von f ( x ) = 0 zwischen 0 und

I jede Wurzel in diesem Intervalle unci zwar rnit richtiger Multiplizitiit ergibt , wenD

f ( x ) "durch eine reelle Potenzreihe definiert ist , die im Einheitskreise konvergiert , sonst

aber gar keiner Beschrankung unterliegt . ( Satz II ) .

Der genauen Formulierung meiner Ergebnisse schicke ich drei Hilfssatze voraus ,

deren erster ein ummittelbares Korollar Ihrer Resultate ist .

Mit f ( x ) werde ich im folgenden immer fine Potenzreihe bezeichnen , die irn

Einheitskreise konvergiert und reelle Koeffizienten hat . Seif ( n , n + k ) das CESARo ' sche
~

Mittel k - ter Ordnung der n ersten Partialsummen van 2 : an , Die Glieder der Folge
n ~ o

( 1 . ) f ( 0 , k ) , f ( I , 1 + k ) , . . : ' f ( n , n + k ) , . . . ,

deren Argumente n und n + k der Ungleichung

n

IX < n - + k < ~ ( o ~ a. < ~ ~ I )

genugen , bilden eine Teilfolge von ( 2 ) ; urn die Ausdrucksweise zu erleichtern , solI

diese   zum Intervall ( ( x , ~ ) geharig   genannt werden .

HILFSSA TZ I . - 1st f ( x ) fUr ( X ~ x ~ ~ , ( 0 < IX < ~ < I ) van Nun verschieden ,

dann gibt es eine solche Zahl K = K ( IX , ~ ) , class fur jedes k > K die Glieder der

zurn Intervall ( IX , ~ ) geharigen T eilfolge van ( 2 ) das Vorzeichen van f ( IX ) haben .

Zurn Beweise des Hilfssatzes II . brauche ich folgendes

LEMMA . - 1st die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge der Differenzen

/ X2 - lXI , . . . , IXm



N - (X\AZ 1 , IX - IX
m fft - 1a - a ,I 0

Vorzeichen ,

 0 ,

so kann die Anzahl der Zeichcnwechsel in der Folgew -mal

( 3)

W + 2
(3)

~ - ~
m m - I '

~ - ~I 0' IX - IX,z ! -  m

nicht Gbertreffen.

ist aber die Folge der Koeflizienten des Produktes

(/%;O + (XIX + /%;zXZ + . . . + /%;mX'II) ( I - X),

sie muss also nach clem bekannten Lemma yon SEGNER mit eiDer ungeraden lahl mehr

enthalten , als die Folge

(Xo' IX .m

folgt unser Lemma.

  
~ .-. ro

~
 "

-.
f/) 

"'"""
.... 

;:
~

 
--

~
 ;

:
~

+
.....

 ~
s 

'.-..; ~
~

 
c:::

0 
..,

0 
"-.

~
 "

'"""
:::3

 ~ '-
'

  
II

~
 "O

M
S

 ~
:::3

0 
"'"""

~
 

~
~

 _
. 

'.-..;
~

 
~

~
 

.-.
 

It
C)

 
....

'"' 
.-

g 
0.1'-.

.""1
N

 
~I

T
I

g 
-~

- 
~

. 
..-

...
.

' f
/) 

...
f/) 

0 
.... 

....
:. 

0 
"'-

'"
'-

c.:o
 

~
1

,--...
 

~o
t+

~
 

!
07

~ '.-..;
1\ 

<: 0
I-f 

0
~.

 0
r-t c:: 

;$,
:::3

 '"' f/)
<; 

~
Q..

---
 

~
 

(D
 

c:::-
 I-J

 
~

'-' 
'"' 

--...
 .....

 
'"

~.
 

II 
~

 
-:; 

~
 

II 
-

(D
 

-
ro

 
""

:j
I-f 

- 
r"'

 
... 

(D
 "-"'

~
 

-- 
......

:..,
0 

~
 

o
...~-

f/)
~

;'
., 

'.-..;
 -- 

~
 

~
 

0 
'"

JV
 

~
 

-
f/) 

~
 

... 
~

 
.-

~
 

_.
 0

 
. 

(D
n ~
 ....

. 0
'""' 

~
 

f/) 
r:1

 
. 

,.-.
~J

... 
f/) 

P
 ~

 
. 

0'"
 f/)

 ~
 ~

==:
. 

~
 

~
 

f/)
~

~
(D

&..
. 

2;' 
~

~
 

~
 

g..
I""\j

O
:::3

(D
. 

'"' 
I

""
'"' 

'.-..;

v

k> K so gcwahlt, class, wenn linter den Briichen =i =Fk (v = I , 2, 3, . . .)

n + 1
n + k + I '

n + m

sind, die in das Interval1 ( 'X, ~) fallen, m > 2 r sei und dabei die Glieder

LOCATION OF ZEROS

n + k + mn+ k '

II . - 1st cler r-te Differcntialquotient von f (x) im 1nnern und an den
Intervalls (~, ~), wo 0 < ?'. < ~ < I , von 0 verschieden, so kann
so gross gewahlt werden, dass fur jedes bcliebige, aber fixe k, das K

die zum Intervall (~, I~) gehorige T eilfolge von ( 2) hochstens r Zeichen wechsel

Es bezeichne fS) (n, n + k) den analogen Ausdruck f{ir

OBER EIN PROBLEM YON LAGUERRE . 23
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Beweis : Wechseln die Zahlen
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n + I- , -

n + k '

n + m - 2
n-~ k-+ m - 3 '

n n + m - I
n + k + m - 2

(5(1))

(5(2)) n + I

n + k - I '

n + m - 2
n

I) Dass durch geeignete Wahl van k die Bedingung m > 2 r befriedigt werden kann, ist evident,

.denn mit wachsendem k fallen immer mehr Glieder der Falge ~ (v = I , 2) . . .) in das Intervall
(ct, ~). Anderseits \vird fur m> 2r die Forderung, class die Glieder van (S(I}), (S(Z}) (S(3) , .. . , (s(rJ)
die lahl ct uberschreiten) van selbst errullt; es ist nahmlich

n n n n
r.t<ti"=Fk <n+k- I<n+k- 2< ... <n+k- r

und in jeder einzelnen Folge (S(iJ) wachsen die Glieder monoton. Endlich bleiben die Glieder dieser
Folgen kleiner als ~ + 0, wenn k so gewiihlt wird, dass L:~~ ~l: < 0; denn

r+m- i  n+m+ k)~- i=~+ (2~- I)i ~+ IZ~- Ilrn+m+ k- zi n+m+ k- 2i n+ k+m- 2i< n+k .
~) Dies zeigt die folgende einfache Rechnung:

,~ n+ I n n- i+ z
f(n+ I, n+ I+k)- f (n, n+k)=~ 4i~ I~ 'm ... n+k- i+ z. '~1

n+l 1t n - I n - i + I
- ~ 4im .n+ k -.:.- I ... n=Fk+ i+Ii-I

- ( n+ I 1t) ~t tt 1t- i+2 [ n+ I n- i+ I ]- 4. n + k + 1 - m + 7=J ai n=tk ... n + k - i + z ;t + k + I - n~ - i + I
k ~ tI~ . n n- i+2 l k .

=(n+k)(n+k+ I)lal + 6tain+ k- I "'n+ k - i+i~=(n+k)(n~k~ t< I(n, n+k- I)

24 LOCATION OF ZEROS

�
n + k - I

n + k+ m - 4n-+ k~ '



n- I /' ~ n n+I N N+In+1--=1""" ~- h~;l-+k <n--=FI+k < ... <N-=Fk~~+ h<N+I+k

LOCATION OF ZEROS25

Nun wahlten wir k derart , class alle Gliedcr in ( Sr ) das Vorzeichen

haben . Nach dem vorausgcschickten Lemma kann also in der Folge ( 5 " _ 1 ) h6chstens

ein Zeichenwechsel vorkommen ; die wicderholte An ~ ' cndung desselben Lemma ergibt ,

dass die obere Grcnzc der Zeichcl1wechscl in ( S , ~ J zwei , in ( Sr - , ) drei , u . s . w . , unci

endlich in ( So ) glcich r ist .

Damit ist also der Hilfssatz II . bewiesen .

H ILFSSA TZ III . - Sei ~ eine , im Innern des Intervalls ( 0 , I ) liegendc r - fache Wurzel

von

f ( x ) = o .

Wahlen wir die positive Zahl h so klein , class 10 die Ungleichungen 0 < ~ - h ,

~ + h < I befriedigt seien , 20 im Innern und an den Grenzen des Intervalls ( ~ - h , ~ + h )

die Funktion f ( x ) keinc weitere Nullstclle babe und ebenda der erste , fUr x = ~ nicht

verschwindende Differentialquotient frJ ( . \ " ) ein konstantes Vorzeichen bewahre . Dann

kann K = K ( h ) so gewahlt werden , class fur jedes beliebige , aber fixierte k > K in

der Teilfolge von ( 2 ) , die ZUlu Intervall ( ~ - h , ~ + h ) geh6rt , genau r Zeichcnwechsel

vorkommen .

Beweis : Dass die Anzahl der besagten Zeichenwechsel r nicht uberschreiten kann ,

foigt aus Hilfssatz II . , wenn dart ~ = ~ - h , ~ = ~ + h gesetzt wird . Es ist noch zu

zeigen , dass sie auch nicht unter r bleiben kann .

Die Richtigkeit der Behauptung foIgt fLir r = I , d . h . fur eine einfache Wurzel

nach Hilfssatz L Nun zeige ich , class sie auch fur eine r - fache Wurzel besteht , ange -

nommen , class sie fur eine ( r - I ) - fache richtig ist . Sei

rp ( x ) = ~

~ - x

unci bezeichne ' P ( v , v + k ) den analogen Ausdruck fur rp ( x ) , v , rief ( v , v + k ) furf ( x ) .

Dann besteht die Identitat

f ( v , v + k ) = ~ rp ( v , v + k ) - ' fI ( V - I , v - I + k ) .

Ich wahle die Zahl h derart , class sie die obigen Bedingungen 10 und 20 in Bezug

auf f ( . \ ' ) und ~ ( x ) gleichzeitig befriedige . Nach un serer Annahme kann K so gross

gewahlt werden , class fur k > K die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge

~ ( n , n + k ) , ' fI ( n + I , n + I + k ) , . . . , rp ( N , N + k )

nicht linter r - I bleibt , falls
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ist. Nach SEGNER'S Lemma muss die Folge

~ cp ( n,

n + 1 + k) - cp (n,

n + 2 + k) - cp(n + I ,

n + I + k )~ tp(n + I ,
n + 2 + k)I + k) = f ( n + 2,~ ~ (n + 2,

~LAlko)"=0 n
solches N gewahlt werden, dass fur A~) n ~ N k undpositiv ausfillt . Dann

k ~ ko + I positiv
Es besteht fUr

kann ein
ausfallt.

k > ko + I die ldentitat

+ A(ko+l) (h + I) + A(ko+l}n- l h tI '= A~KO+I) (n t h) + A~ko+l) (n + ~ - I) +A (k)
n

wo statt k - ko - 2 der Kiirze halber h gesetzt wurde.
Nach Voraussetzung kann man zu der positiven Zahl g ein solches v linden class

fiirn > v
A(~O+I) > gn

LOCATION OF ZEROS26

~ ~ ( N , N + k ) - ~ ( N - I , N - I + 1 ; ; ) = f ( N , N + k )

mindestens auch r - 1 Zeichenwechsel enthalten ; ist aber K genugend gross gewahlt ,

so haben ~ ( n , n + k ) und f ( n , n + k ) dasselbe Vorzeichen [ das von f ( ~ - h ) ] .

Die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge

f ( n , n + k ) , f ( n + I , n + I + k ) , . . . , f ( N , N + k )

ist also mindestens r - I , da sie aber = = = r ( mod . 2 ) sein muss , so ist sie mindestens

gleich r , w . z . b . w .

~

SATZ I . - Sei f ( x ) = 2 : anxn , ( ao # o ) , tine im Einheitskreise konvergente Potenz -

n ~ o

reihe mit reellen Koeffizienten und

( 4 ) _ _ 1 ~ ~ 2 _ k - : ; : : i " = f A ~ k ) xn

( I - x ) 11 = 0

ft :ir k ~ ko im Punkte x = I im engerem Sinne diverKent . Dann l " ann K so gross ge -

wahlt werden , dass fur jedes k > K die Anzahl der Zeichenwechsel v ( k ) in ( 4 ) mit der

Anzah ,l der Wurzeln p von f ( .t ) = 0 zwischen 0 und I ubereinstimmt . ( Die Wurzeln

sind mil ihrer Multiplizitat zu zahlen ) .

Anmerkung . Die Funktionenklasse , . die den Annahmen des Satzes genilgt , enthalt

jedes Polynom rnit reellen Koeffizienten , jede reelle MACLAURIN ' sche Reihe , deren Kon -

verg . enzradius grosser als Eins ist und jede reelle Potenzreihe , deren Konvergenzkreis

cler Einheitskreis ist und die irn Punkte x = 1 konvergent oder rnit arithrnetischen

Mitteln sumrnierbar ist , jedoch eine von 0 verschiedene Surnrne hat .

Beweis . - Urn einen konkreten Fall vor uns zu haben , nehmen wir an , class die

divergente Reihe
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keine Zeichenwechsel, so hat f (x) z\vischen 0 und I keine Nullstelle, also

ist. Der zweite Teil folgt ails clem Umstancle, class

f (n, n + k) > 0 ist, wenn

28 LOCATION OF ZEROS

jede fur sich ein konstantes Vorzeichen bewahrt, ein gemeinsarnes Glied besitzen.
Wir haben damit zugleich bewiesen, class fur k > K auch in cler Folge

sobald k ein genugend grosses K libertrifft , keine Zeichenwechsel . 1st nahmlich ' X ~ I ,

so hat jedes Glied cler zum Intervall ( o ~ ~ ) gehorigell Teilfolge von ( 2 ) dasselbe Vor -

zcichen : lias von f ( 0 ) = ao ; denn es ist

If ( n , 11+ k ) - aol = lal ~ + a2~ . nFr + . " I~ la , I~ + la21~1+ . . . + Ianl .zn< ~ .

Anderseits hat f ( n , n + k ) auch fur ~ > or ein konstantes Vorzeichen , falls

k ~ ko + I ist . Nun kann man K so gross wahlen , das fur k > K mindestens ein
n

Punkt n - = Fk in das Intervall ( T , ~ ) fallt . 1st dann k grosser als K und ko + 1 , so

herrscht in der ganzen Folge ( 2 ) dasselbe Vorzeichen , da die beiden Teilfolgen , deren



+ .

zu
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Sei nun die positive Zabl ~ so bestimmt, dass

~ ~ < ~I - ~, ~I + ~ < ~2 ~ ~, - ~, ~I + ~ < ~
sei und

f "'i' (X) fur

gross wahlen , class

von ( 2), welcbe

( I; ~) (,. ~ '; ~ ) (,. c) ,. ~) (r + ~ -) (- )~ ~, '91- 2 ' (.1+ 2 ' '02- 2 ' ... , c.1- 1+ 2 ' (,1- 2 ' "I 2 ' ~ , ., I

gehoren, jede fur sich, ein konstantes Vorzeichen bewahren; ( Hilfssatz I . und A )
20 die Teilfolgen von (2) , \\'elche zu den Intervallen

(~1 - (~, ~I + ~), (~2 - 6, ~2 + ~), (~s - ~, ~s + ~)
gehoren, resp. P'I' [1"2' .. . , fLs Zeichenwechsel aufweisen; (Hilfssatz III.)

30 in jecles einzelne cler lntervalle

(': - ~ ~ - ~) (~". , ~. 2 ' f;,.
n

Punkt ;+k faIle.

'3

+ 2 '  ~2 - + ) ,

+ + , ~) , (T, I )
behandeln und sehen, class dabei

(~I
( ~t- ~, ~% + ~), (~$ - ~,

[die das g.1nze Intervall (0,

29 LOCATION OF ZEROS

  dieser Wahl van K treten" in der Folge (2) genau
fl.1 + (1-2 + ... + P-s = P

sobald k> Kist- Nach den Vorhergehenden konnen wir nahm-
Zeichenwechsel in der Folge (2) folgenderweisc abzahlen:

der zu (0, ~I - - +) gehorenden Teil.folge haben alle Gl.ieder das Vorzeichen
der Teil.folge, welche zu (~I - ~, ~I + ~) gehort, treten P-. Zeichen-
diese beide Teilfolgen haben mindestens ein Glied gemeinsam, also komrnen

ZLl ~I + ~) gehorenden Teilfolge genau P-. Zeichenwechsel vor- Das

dieser Teilfolge fallt aber schon in jene, die zurn Intervall ( ' I + - +, ~2
und in welcher keine Zeichenwechsel vorkornrnen; daher bleibt fl.. die

der Zeichenwechsel in der ganzen Teilfolge, die zurn Intervall (0, ~2 - -+) zugeordnet
folgenden and in einander

  . . . , ~j- 1 + ~ < ~;

~j - 8 ~ x ~ ~i + ~

fur k > K :
den lntervallen

   nicht verschwinde.
Man kann K so

10 die Teilfolgen

mindestens ein

Bei

Zeichenv . .' echsel auf ,

lich die

In

von f ( o ) ; in

wechsel auf ;

in der ( 0 ,

Glied

gehort

ist . In genau

greifenden

( I ;~ 2

insgesammt

~s + ~),

I ) uberdecken].,



fur aIle FaIle bewiesen.
00

SATZ II . - Sei f (x) = L anxn eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten., die .frnt/=()
Einheitskreise konvergiert. Sei v ( k) die Anzahl der Zeichenu'echsel in der Koeffizienten~
[ olge der Potenzreihe

ttnd nehmen wir an, dass

Vlk)
I ,

die Indices der Glieder in der Falge
A (k)

0 , (k > K)

�
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nach denen tin Zeichenwechsel auftritt ) so existieren die Grenzwerte
V(k} V(k} v~It}

(6) rim k I , rim It} 2 , . . . , rim It . " . ' .
It_co v~} + k k=co v; + k It=co v~ } + k

Die Polge ( 6) besitzt folgende Eigenschaften:

10 sit ist nie abnehmend uNd jedes ihrer Glieder ist ~ I ;

20 ihre Glieder) die kleiner als Eins sind) sind Wurzeln von f (x) = 0 ;
30 jede Wurzel von f (x) = 0 kommt in ihr vor una zwar jede so oft, als ihre

Multiplizitiit betragt.

Beweis: I . Hat f (x) = 0 im Intervall (0, I ) keine Wurzel , dann kann - wie

nahe auch der echte Bruch ~ zu Eins gewahlt sein mag - K = K (~) so bestimmt

werden, class fur k> K die zum Intervalle (0, I ) gehorende Teilfolge von ( 2) kein

( k ) ( k )

V2 , . . . , Vi , . . .

A (k) A (k)
" . . . , n " "

3) Nach LAGUERRE'S Ergebnissen existiert limv (k) immer, ist gleich finer nicht negativen ganzenk=~
Zahl oder + 00 und ist nie kleiner als die Anzahl der Wurzeln yon f (x) zwischen 0 und t .

Zeichenwechsel in cler ganzen Folge (2) gieich Null ist.
Damit ist die Gleichung

lim v (k) = pk=~



(k) \ ~Vi < 0
~ I - ~~)-+ k.

i = I , 2, . . . , POI

V~k) < ~
~

~2 - V~k) + k~

fur

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

, V~k\'s - .~-+k <~ i = P - p-, + I , P - Pi + 2, . . . , Pfur

bestehen, wie klein auch die positive Zahl ~ gewahlt sein mag. Damit ist bewiesen,

class die P ersten Glieder der Falge ( 6) die W urzeln van f (x) = 0 zwischen a und I
ergeben. Enthalt die Folge (6) noch weitere Glieder, so mi.issen sie in das Intervall
( ~, I ) fallen und - da ':J beliebig nahe zu Eins gewahlt werden kann - notwendiger-
weise mit Eins ubereinstimmen.

III . Hat f (x) = 0 im Intervall (0, I ) Wurzeln in unendlicher Anzahl, so hat die
Menge der Wurzeln den einzigen Grenzpunkt I . Sei ~I ' ~z, . . . , ~. , . . . eine manatan
wachsende Folge positiver Zahlen, die zu Eins konvergieren und fur welche f ( ~i) ~ a.

1st Pi die (natwendigerweise endliche) Anzahl der W urzeln van f (x) = 0 im lntervall
(a, ~i) ' sa kann, ahnlich wie im vorigen FaIle, gefolgert werden, class die ersten Pi
Glieder der Falge ( 6) mit diesen Wurzeln zusammenfallen und die falgenden Glieder
derselben Folge zwischen ~i und I fallen. Damit ist aber der Satz II . auch fur den
Fall unendlich vieler Wurzeln bewiesen, da ja zu jeder Wurzel zwischen 0 und I ein

~ i gefunden werden kann, das sie ubertrifft .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Zeichenwechsel aufweist . Gibt es also in der Folge ( 2 ) , fur noch so grosse k , Glieder ,

bei welchen ein Zeichenwechsel vorkommt , so mussen die Quotienten ihrer Argumente

nTf in das Intervall ( ~ , I ) fallen , also fur k = 00 ZU I konvergieren .

II . Nehrnen wir nun an , das f ( x ) = 0 zwischen 0 unci I eine endliche Anzahl

von Wurzeln besitze . Seien diese Wurzeln in wachsender Ordnung ~ I ' ~ 2 ' . . . , ~s

ihre Multiplizitaten [1' J ' [1' 2 ' . . . , [1' s ' (:1. ( + [1' 2 + . . . + [1' s = p ) . 1st ~ s < ~ < I , so

kann K = K ( ~ , ~) so gewihlt werden , class fur k > K in der zu ( 0 , ~ ) gehorenden

Teilfolge von ( 2 ) genau p Zeichenwechsel vorkommen und class , wenn diese Zeichen -

wechsel nach clem v~k) , v ~kJ, . . . , v ~k)-ten Gliede auftreten , die Ungleichungen

fur

  1st f (x) eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten, so zeigten Sie, wie man mit

Hilfe der Zeichenwechsel in der MACLAURIN'schen Entwicklung van f (x) die
( I - X)k+1

Wurzeln van f (x) = 0 zwischen 0 und I ermitteln kann. Ich mochte Ihnen noch
mitteilen, class man zur Bestimmung der Wurzeln auch die Zeichenwechsel in den
MACLAURIN'schen Entwicklungen VOll f (x) ekx und f (x) ( I + X)k (k = I , 2, . . .) be-
niitzen kann. Mit ahnlichen Methoden, wie die Ihrigen , gelang es nahmlich mir fur



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ich stellte das Problem der Bestimmung der reellen Wurzeln auch f(ir Funktionen,
die durch DIRICHLET'schen Reihen mit reellen Koeffizienten definiert sind. Es ergab sich
hierf(ir eiu ahnliches Verfahren , wie fur Potenzreihen, nur traten an die Stelle cler

aritllmetischen Mittel die von H. MARCEL RrESZ definierten   typischen Mittel   4) .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Budapest, den 2.0. Februar 1912..

M I C H A ELF EKE T E.

�

4) M. RIESZ: a) Sur la sommation des series de DIRICHLET [Comptes rendus hebdomad:tires des
seances de l'Academie des Sciences ( Paris), Bd. CXLIX (2. Semester 1909), pp. 18-21; b) Sur les series
de DIRICHLET et les series entieres [Ibid., id., pp. 9 9-912] .
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f ( X) ( I + X)k den Index jenes Gliedes bezeichnet, bei welchem der i-te Zeichenwechsel
vorkommt .

'" C/O
Sowohl in den Reihen f (x)ek."= L B~k)X", als in den Reihcn f (X)( I + X)k= LC ~k)xnn-:-o "=0

kann die Anzahl der Zeichcn wcchscl mit wachsendem k nur abnehmen, muss also fur

k = 00 einen Grenzwert haben. Wir bewiesen flir eine ziemlich allgemeine Klasse von

Funktionen f (x) , dass dieser Grenzwert mit der Anzahl der positiven Wurzeln von
f (x) = 0 im Konvergenzkreise genau ubereinstimmt.

1st f (x) ein Polynom, so haben die Entwicklungen von f (X) ( I + _X")k denen von

f (x) und f (x) ekX gegeniiber den Vorteil , dass sie f(ir jedes k eine endliche Anzahl
( 1 - X)k
von Gliedern enthalten.


