UBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE.

Briefwechsel zwischen M. Fekete und G. Pélya (Budapest).

Estratto dal tomo XXXIV (2° sem. 1912) dei Rendiconti del Circolo Matematico di Palsrmo.
Adunanza del 12 maggio 1913.
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Um die Vermutung zu beweisen, dass das Polynom *)
_{r 2 i it qg— I) q—3
= — — x cen —x e I —Ix
8() (9)+<q) T +(q) + +( q
im Innern des Intervalls (o, 1) bestindig positiv ist, bildete ich die Quotienten
g(x) £(x)
1—x’ (1—x)*’
und wollte zeigen, dass fiir ein geniigend grosses k die MacLauriN’sche Entwicklung
£(x)
(1 —x)

zielle Zahlenwerte von ¢. So wurde ich auf die Frage gefiihrt: Der Umstand, dass in
(ix)_k (fir genligend grosse Werte von k) keine
I—x
Zeichenwechsel vorkommen, ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass das Polynom
J(x) mit reellen Koeffizienten zwischen o und 1 nicht verschwinde; ist diese Bedingung
auch notwendig? Ich fand, dass es dem so ist.

Nun wollte ich erkennen, in welcher Weise die Anzahl der Zeichenwechsel in
diesen Macrauriv’schen Entwicklungen mit der Anzahl der Wurzeln zwischen o und 1
zusammenhingt. So fand ich von neuem die unten zitierten Ergebnisse von LAGUERRE

und das von ihm gestellie Problem, dessen Losung mir teilweise gelang.

von lauter positive Koeffizienten hat. Dies gelang mir jedoch nur fiir spe-

der MacrLauriN’schen Reihe von

fO)=o,+ax4 - +a
ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Man bilde aus der Koeffizientenfolge

a, a, ..., a

') ¢ bedeutet eine ungerade Primzahl, ( tT) das LEGENDRE’sche Symbol.

Rend. Circ. Matem. Paiermo, t. XXXIV (29 sem, 1912), — Stampato il 28 giugno 1g12. H

For comments on this paper[5], see p. 415.
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2 M. FEKETE UND G. POLYA.

durch wiederholte Summation die Folgen

49=a,, A‘°’=a+a,,--.,A:’=a+a‘+~-+a,,, A',:L.—ao+a.+---+a,.,--
A(x) A(Ol A(r) A(o)—I—A(D), A(x) A(OI + A(0)+ _I_A(O)
A(i) Ath—l! A(H A(h—l)_l_A(i—x) A(l) h—|l+A(t—|)+ +A(l.-1) .

wo die (k-}-1)te Folge aus den Koeffizienten der MACLAURIN ’schen Entw1cklung von

_f&®
G —
Anzahl der Zeichenwechsel sei in der Koeffizientenfolge des Polynoms gleich w und in
der (k4 1)-ten Folge v (k). Lacuerre bewies ), mit Hilfe einer Verallgemeinerung der
DescartEs’schen Zeichenregel auf Potenzreihen, dass

besteht. Die Anzahl der Wurzeln von f(x) zwischen o und 1 sei p, die

° WX )N VDN - N v Dok D) -
2° v(B) > p
3° v()=p  (mod. 2),

dass also lim v(k) existiert, nicht kleiner, als p sein kann und kongruent p (mod. 2)

k=00
LAGUERRE stellt das Problem, lim v(k) zu bestimmen *), lisst es aber umgelost.
kw0

" 2 8 8 3 2 2 3 8 % S 8 e e 8 3 = s s B 2 S 6 3 & 6 s s B E e E S s E & e ¥ s e ooa e oo .

Meine Untersuchungen ergaben, dass lim v (k) genau gleich p ist, wenn f(x) nur
koo

reelle Wurzeln besizt. Ohne die Realitit aller Wurzeln zu bedingen, konnte ich bisher
den allgemeinen Beweis fiir die Richtigkeit von

lim 'U(k) = P

nicht fithren, nur fir p = o gelang mir dieser Beweis, wenn ich auch komplexe
Wurzeln zuliess.
Um meine Resultate zu gewinnen, habe ich-die MacLauriN’schen Entwicklungen

3) E. LAGUERRE: a) Mémoire sur la théorie des équations numériques [Journal de Mathématiques
pures et appliquées, III® série, t. IX (1883), pp. 99-1461; b) (Euvres de LAGUERRE (Paris, Gauthier-
Villars), t. T (1898), pp. 3-47.

3) Denselben Zusammenhang zeigte LAGUERRE zwischen der Anzahl der Nullstellen von f(x)im
Intervall (1, ) und der Anzahl der Zeichenwechsel ¥ (k) in der Koeffizientenfolge der Entwicklung
_fx
(I — x) +1
tenzreihe ist loc. cit. 2), b), p. 9]. Nach der Abfassung dieser Zeilen erschien ein neuer Beweis fiir

vo nach fallenden Potenzen von x. Er beweist ihn auch fur den fall, wo f(x) eine Po-

LAGUERRE’s zuletzt erwihnten Satz von A. Hurwrrz §Uber den Say won Bupan-Fourier [Mathema-
tische Annalen, Bd. LXXI (1912), S. §84-5 91]}
4) LAGUERRE fragt eigentlich nach dem Werte lim V(k), die zwei Probleme sind ersichtlich

k=00

iquivalent.
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OUBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE. 3

von Quotienten der Form
X, — X a-t2bx 4 cx’
~° = und ————T.
(1 — x) (1 —x)
fur x,> 1 und b* — ac < o zu untersuchen. Zuerst aber definiere ich den Begriff
einer r-fach positiven Reihe, wodurch die Formulierung der verwendeten Sitze be-
trichtlich erleichtert wird.
1. Ich nenne die Potenzreihe mit reellen Koefficienten

- "
éx"x

rfach positiv, wenn simmtliche Determinanten (k 4 1)-ter Ordnung von der Form

% a€. |
ig iy i [
|
x. - x. |
ig—1 iy=1 ip—1 H H : .
c ' =i, 1, ..., i) (2, = o, wenn s < 0)
|
| . [+
[ %= %k iy—k

fur o L4, <i < -+ <i, und o Lk L r positiv sind 5). Nun besteht fiir r-fach
positive Potenzreihen folgender

Satz L. — Bildet man das Produkt einer rfach positiven Potenzreibe ia" x" und

eines Polynoms r-ten Grades mit reellen Koeffizienten y -+, x == -+ +y,'.;c=': (1,54 0),
so kann die Anzabl der Zeichenwechsel in der Koeffizientenfolge 8, (i=o, 1, 2, ...)

der Produktreibe iﬂix" die Zahl r nicht diberschreiten °).
Beweis : Ges;;t, der Satz sei falsch. Dann konnten aus der Folge
bo=ayv, oy, + o oy, (t=o01,2..)
(¢, =0, wenn 5 <o)
By By oeey B, B
herausgegriffen werden, deren Indices die Bedingung

io<ir< e <ir<ir+|

erfillen und abwichselnd positiv und negativ sind.

solche

to fr+1

5) Ein einfaches Beispiel fur eine r-fach positive Reihe ist die MacLAURIN’sche Reihe von
1
%) Ich bewies auch den schirferen Satz: Ist w die Anzabl der Zsichenwechsel in der Folge y,,

Yis vres Tr und ist 2«, = r-fach positiv, so kinnen auch in der Kosffizientenfolge von
H=mO

~Zﬁ;x‘=ia‘-x".(yo+y,x+ ceo 1y x0)

i=0 i=o
hochstens nur w Zeichenwechsel auftreten. Mit Hilfe dieses schirferen Satzes bewies ich den von LAGUERRE
nicht ganz einwandfrei begriindeten Satz, dass, wenn f(x) ein relles Polynom bezeichuet, in der Koeffi-
gientenfolge von f(x)ex* die Anzahl der Zeichenwechsel mit wachsendem 7 nur abnehmen hann.
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4 M. FEKETE UND G. POLYA.

Fassen wir die (r 4 2) Identitiiten

o To + aio—x Y: + + aio—r Tr = B

io ‘o

o Yot 1.+t

als lineare Gleichungen in den (r4-1) Gréssen y,, ¥, -+, ¥, auf, so kann y, sowohl
aus den (r-1) ersten, als auch aus den (r~-1) letzten unter ihnen berechnet werden,
wobel wir natiirlich denselben Wert erhalten miissen.
Im ersten Falle erhalten wir
(_ I)'[iu iu very ir]Tr
= B;o [y ieens i«] - Bi, [io’ By ey ir] + -+ (_ I)’@i,[io’ Liyenes ir—]]’

im zweiten aber

i fpar—" e B‘f-hl

('—' Iy[in in cery ’:H-.]Yr
=Bil[i27i}""jird-l]—_ﬁl'z[il’i;"" b d s (=) B [ty ey 4]
Die hier vorkommenden Determinanten sind nach Voraussetzung pesitiv, die nach
einander folgenden P wechseln ihre Vorzeichen, es zeigt sich also, dass (— 1)"y, im
ersten Falle das Vorzeichen von §, , im zweiten aber das von §, hat. Die Annahme,
dass die Zahlenfolge §; mehr als r Zeichenwechsel aufweist, hitte zar Folge, dass v,
zugleich positiv und negativ wire.

Damit ist der Satz I. bewiesen.

fr41

2. Um zu entscheiden, ob cine gegebene Potenzreihe ) «,x" r-fach positv ist,
/=0

oder nicht, ist unnotig, simmtliche Determinanten
(1) [iosin ey B
oLic<<i; < ... <hinoLkLy)

zu untersuchen. Es besteht nihmlich der

Satz IL. — Die Potenzreihe er x" ist r-fach positiv, d. h. sammtliche Determinanten
(1) sind positiv, falls nur die Determinanten

) . Gyid1, ..., ik Gxo0LkLy)

unter ihnen positiv sind.

Um den Satz II. zu beweisen, beniitze ich folgendes

Lemma. — Sind simmtliche Determinanten n-ter Ordnung

ax,i, ax,i, =t al,i”

azi azi * “a-n' . .
B =,y ey i) GLi<h, << Lm)

Y o ¢ 0 s e

Gi, Py v v B,
und die (# -} 1)ter Ordnung
a,; 8y . itn
Gi faie i =i il G Zizm—n)
an+|,i an+|,i+| e an+x,l'+n
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OUBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE, s

positiv, so sind simmtliche Determinanten

{ix’ iz’ R | in’ 1'ﬂ+12
(Li <i, <o < Ly L m)
ebenfalls positiv.

Beweis: Zuerst zeige ich, dass aus den Voraussetzungen

$1, ooy b—1, b1, ..., o1} >0, 2 ooy b—1, b+1, ..., n42{>0
(h=23...,241) (h=2,3,...,041)
und

{1, 2, ..., 841} >0, 12, 3y ..., F1,n 421 >0
die Positivitit von
$1,2, ..., b—1, b1, ..., n4 2} (=23 ...,n41)

folgt. Zu diesem Zwecke lose ich das Gleichungssystem

al.l xl + al,2x2 + e + at,n+1 xn+|: + q1,ﬁ+2 = o.

an+x,l x: + an—H,: x: + + aﬂ+!,0!+‘l xn-H + aﬂ+l,n+2 =0
Es ergiebt sich
xlz(_ I)—l{zi 3) M ) n+ I’ ”+2¥
i, 2, ..., n,n+1}

o owebily ey h—=1, b1, .., n 2] .
xk*( I) zl’ 2’.“’11’”_{_12 (h=2,3, ..., n41)

und

Sodann berechne ich x, von neuem aus demjenigen Gleichungssystem, das aus dem
obigen durch Weglassung der letzten Gleichung entsteht; indem ich x, als Parameter
betrachte, erhalte ich

x,,=(—1)"-"h' 2, wy b—1, B}1, ., m, n-|-|§.(—:)""xl tz._;, wy B—1, b1, ..., 8, 81, n—|—2} .
{2, 3, v 1y n—]—l} :

Soll x, auch dem urspriinglichem Gleichungssystem geniigen, so muss fiir x, der
oben berechnete Wert eingesetzt werden; also ist:

xbr—(—!)""hx
X{x, 2, vy B—1, B 1, vy, 11382, 3, oy n 1, m2}H2, 3, o B—1, BT, o, nd2b, 2, o 1, mad
32,3, o 1, nF13i1, 2, 0, nﬂ—l} '

Vergleichen wir die beidlen Werte von x,, so ergiebt sich :
{1, oy B—1, b1, .., a-{-z}

=§1, 2, w, b—1, b1, .y nb1}2, 3, o nd2bHa, o, b1, B, o n2dn 2, o, u—]—ﬁ
{2, 3y e By n—}-l}

7) Diese Determinantenrelation ist wahrscheinlich bekannt, ich konnte sie jedoch in Handbiichern
nicht finden.
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6 M. FEKETE UND G. POLYA.

Die Determinanten rechts sind nach Voraussetzung simmtlich positiv, also ist es
auch die linksstehende, was zu beweisen war.
Dieselbe Schlussweise gestattet aus der Positivitit der Determinanten (7 - 1)-ter

PN PSP S N (N AN R

und der Determinanten n-ter Ordnung

IR N AP JU N | AR AR ST S
die Ungleichungen

{in LR ib_n i;,...n crey i,.+,}> o (h=2,3....,n41)

zu folgern und auf diesem Wege zu beweisen, dass simmtliche Determinanten (n+-1)ter
Ordnung positiv sind, fir welche 4,,, — 4, =k 4 1, wenn das von allen Determi-
nanten derselben Ordnung schon bekannt ist, fir welche 4,, — i =k ist.

Damit ist unser Lemma bewiesen.
Aus ihm folgt sofort der Satz II. Ich setze

Gy =2_; (#%_; =0, wen k —i <o)
wobei

fiy by oy iy =0 —1,4—1,...,4 — 1]
wird. Fir # = 1 folgt aus unserem Lemma, dass die Ungleichungen
[e]>0o, [1]>0, [2]>0, ...
[o, 11> 0, [1,2]>0, [2,3]>0,...

iy 41> 0 (0 £Li, <i);
nach sich ziehen; die eben erhaltenen Ungleichungen und

[O, I, 2]> o, [1, 2, 3]> ) [2’ 3 4]>o, .

ergeben die weiteren

und

die Ungleichungen

i, i,y ] >0 (0 £Li, <i, <)
u., s. w.

3. Satz lIl.—Die Produktreibei Y, x" der r-fach positiven Potenzreiben Z z, x" i 8, x"
ist zu mindest r-fach positiv ®). - = =
Zum Beweise muss nach Satz I gezeigt werden, dass die Ungleichungen

Yi Vi Yivk
(2) Yiee Yi s o Yivhey > o

Yick Yickar =+ . Yi

8) Dass die Produktreihe von r-fach positiven Reihen auch mehr als r fach positiv sein kann,
zeigt das Beispiel
I 1 _ 1
(I — x)'*‘ '(l -— x)r-H - T _x)zr+:‘
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OBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE. 7

fiir jedes
iNo oLkZLr (y,=o, wenn s <o)
bestehen. Die Determinante links ist das zeilenweise ausgefithrte Produkt der Matrices

mit je (k 4 1) Zeilen und (¢ 4 k& 4 1) Spalten

10 a‘ dz oo Uy “x+e
o Fpovoee ak—l Ririg
L 2 L T % aall?

o (o] 0 MD mi
ﬁi ﬁi—l 56:'—: So o o
ﬁi—o—r Bi Biv—v {"'n Qo ‘ o
B B, B B. B o
Bl’-o-h ba‘+k—| ) ﬁi-ﬁ-h——z Bi Bh—l ' {30

sie ist also nach einem bekannten Satz gleich dert Summe der Produkte, in denen die
Determinanten (k 4- 1)-ter Ordnung der einen Matrix mit den homologen der anderen

verbunden sind. Diese Determinanten sind jedoch positiv, da die Potenzreihen ) «,x"

#=0

und i ¢, x" r-fach positiv sind, daraus folgt aber dic zu beweisende Ungleichung (2).

=0
4. Ich schliesse die Reihe der vorausgeschickten Sitze mit
Sarz IV. — Ist x, > 1, so ist die MACLAURIN’sche Reibe von

Xo — X

Gd—x r>m

eine r-fach positive Reihe.
Die Richtigkeit unserer Behauptung ist fir r = 1 evident. Sie sei richtig fir
r Z R — 1, es soll gezeigt werden, dass sie auch fir r = R richtig ist.
Setzen wir
»

o= — 4
() = x)R_,.;u"x’

() KT XSy an

(I . x)R+l —
Die Positivitit der Determinante

N

(5) (0Li, 0Lk LR; v, =0, wenn s < 0)
Yy o v o U

i

— was nach Satz II. die R-fache Positivitit der Reihe (4) sichert — folgt fir k ZR—1
dhnlich, wie oben, aus dem Umstande, dass diese Determinante das Produkt der beiden
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8 M. FEKETE UND G. POLYA.

Matrices

Uy Ul .l

O Uy Uy Uy,

LI N T T S

I I...1 I...o0 (k+ 1) Zeilen

I 1...1 I...1
e I o
(¢ -+ &+ 1) Spalten
ist. Die Determinanten (k 4 1)ter Ordnung (k £ R~—1) der ersten Matrix sind
nibmlich nach der vorausgestzten (R — 1)-fachen Positivitit von (3) simmtlich positiv.
Die homologen Determinanten der zweiten Matrix aber sind ersichtlich teils po-

sitiv, teils verschwindend.
L R(R+1)

Fir k= R ist die Determinante (5) bis auf den Faktor (— 1)* gleich der
HaxkeL’schen

Y r ViRer * + - Y
vi—R-H ViRez v+ - Ui+x .
vi Vi e vi+R
Da die v, (# = o, 1, 2, . . .) eine arithmetische Reihe Rter Ordnung mit der

konstanten R-ten Differenz (x, — 1) bilden, so ist der Wert dieser HankgL’schen De-
terminante, wie bekannt, gleich
LR(R+1)
(— 0, — 1y

Der Wert der Determinante (5) ist also fiir k=R gleich (x, — 1)¥, d. h. wegen
X, — I > o selbst positiv.

5. Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir unser Problem angreifen. Es sei

f=a,+ax+ - +a," (3,7 0)

ein Polynom, das im recllen Zahlgebiet in lineare Faktoren zerfillt, sonst aber ganz
beliebig ist. Ich bezeichne mit p die Anzahl jener Wurzeln von

f(x) =0
welche positiv und kleiner als 1 sind. In der Koeffizientenfolge

(k) (k) 1)
. Ao , A7 Az 3 1
der Potenzreihe

kann die Anzahl v(k) der Zeichenwechsel nach den erwihnten Ergebnissen von La-
GUERRE mit wachsendem % nur abnehmen, kann aber nie unter p sinken; (k) strebt
also gewiss fir k = oo einer Grenze zu, die nicht kleiner als p ist.

8 LOCATION OF ZEROS



OBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE. 9

Die Ausfihrungen unter N° 1.-4. ermdglichen nun zu beweisen dass

lim v (k) = p,

k=0
welche Aussage mit Riicksicht darauf, dass die v(k) ganze Zahlen sind, auch so for-
muliert werden kann: es existiert cine positive Zahl K, so dass
(6) v(k) = p,
wean k > K ist.
Ich beweise eigentlich mchr, als die blosse Existeny von K; ich zeige nihmlich,
dass K — bloss vom Grade m des Polynoms abhingend — folgenderweise gewihlt werden

kann:
D
4

Die Produkte der Linearfaktoren von f(x), welche 1) zu den negativen Wurzeln,
2) zu den Wurzeln zwischen o und 1, 3) zu den Waurzeln grosser als 1 gehoren,
sollen der Reihe nach mit v(x), =(x), I1(x) bezeichnet werden, und ihre Gradzahlen
mit #, p, P 9). (Die Linearfaktoren sind fiir negative Wurzel x, in der Form x —x,,
fir positive in der Form x, — x zu denken).

Dann ist

f@) =cv(®)=(x)0(x)(1 — x)’ (¢ eine reelle Konstante)
nt+p+PFs=m

Die Behauptung (6) ist bewiesen, wenn ich zeige, dass

v(P(o+1)+5)=p

besteht; daraus folgt nihmlich die Richtigkeit von (6) a fortiori, da ja

Pp+ 1)+ <
o)

st *°). Fir P=o ist die Anzahl der Zeichenwcchsel im Polynom = =cv(x)7r(x)

und

nach der DescarTes’schen Regel.gleich p, also weist die Koeﬂimentenfolge der Mac-

LAURIN’schen Reihe von (—f_( ))H, ebenso viele Zeichenwechsel auf, d. h. v(s)=p.
Sei nun P>o. Nach den Sitzen III. und IV. ist die Macrauri’sche Reihe von
1(x) ) X, — .

ET)P‘P:’ y als Produkt von P Faktoren der Form U—"—’F, (x, > 1), eine

zu mindest pfach positive Reihe. Multiplizieren wir diese Reihe mit dem Polynom

9) Ist einer der Zahlen n, p, P gleich o, so ist der beztigliche Faktor gleich 1 zu setzen.
19} Es ist nihmlich
2 — 2
p(p+1)_4_("+1;+‘) _(m1 —» 5y £@D

also

Po+0+s @ 4 OED
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10 M. FEKETE UND G. POLYA,

¢m(x), so ensteht eine Reihe, die nach Satz I. hochstens p Zeichenwechsel enthalten
kann.

Diese Reihe soll wieder mit v(x) multipliziert werden, wodurch wir die Reihe von

AIOLIO NI (€

I — x)P(p-H) (I — x)P(p+x)+s

erhalten. Dabei kann die Anzahl der Zeichenwechsel nur abnehmen, da v(x) lauter
Linearfaktoren von der Form x -+ «, (2 >> 0) besitzt und wie bekannt **), kann bei
der Multiplikation mit solchen Linearfaktoren die Anzahl der Zeichenwechsel nie wach-
sen. Damit ist bewiesen, dass

v(Po+1)+s—1)Lp

ist; anderseits ist nach LAGUERRE:
s+ PO+ 1)—1)Nv(s+ PO+ 1))y
v(s +P(p + 1)) = p.

Die Abschitzung der Fussnote *°) kann mit der schirferen ersetzt werden:

also

s+ P41 8T
wo w die Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffizientenfolge von f(x) bezeichnet.

Wir kénnen also K auch gleich (i—-j_—S) setzen, was im allgemeinen eine bessere

untere Grenze fiir jene k festlegt, fiir welche

v(k) =p
ist. An diese Bemerkung anschliessend, méchte ich hier noch hervorheben, dass eine
leichte Modification unserer Ausfithrungen folgende Verallgemeinerung ergiebt:

Ist f(x) eine ganze transcendente Funktion vom Geschlecht o, mit lauter reellen
Wurzeln, deren Koeffizientenfolge w Zeichenwechsel aufweist (w endlich), so ist die
Anzahl der Zeichenwechsel in der MacLauriN’schen Reihe von

f(x)
(I - x)k+l »
gleich der Anzahl der Wurzeln von f(x) im Intervalle (o, 1), sobald
N (w+3)
] - 4
ist.
6. Jetzt werde ich noch beweisen, dass der Satz

limv(k) =p

k=00

auch dann besteht, wenn das Polynom f(x) mit reellen Koefficienten auch komplexe

Ty Encyklopidie der Mathematischen Wissenschaften, Bd. I (Arithmetik und Algebra), S. 410.
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UBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE. II

Waurzeln hat, jedoch mit der Beschrinkung, dass im Intervall (o, 1) keine Wurzeln
liegen, d. h.

=0

ist. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass f(0)5%o ist.
Wir konnen also schreiben

fx) = ck(x)v(@) M=) (1 — =)
wo k(x) das Produkt der zu den konjugierten komplexen Wurzeln gehdrenden qua-

dratischen Faktoren bedeutet und die iibrigen Bezeichnungen die frithere Bedeutung
haben.

Die Koeffizienten von v(x) haben das nidmliche Vorzeichen; auch in der Macrav-

riN’schen Reihe von &))P kommt kein Zeichenwechsel vor: die Gleichung
I—x

limv(k) =o0=p

k=00
wird also bewiesen sein, wenn ich zeige, dass fir geniigend grosses ¢ die Vorzeichen
der Koefizienten von

at—m%ﬁi=ﬂ+«.x+«.x’+ o
—_X

mit sga tibereinstimmen, falls die Diskriminante
ac— b
positiv ist.
Da fir n 2\ 2

R e G G ?

(n+)r+i—1) : ; N
%, ("*3 2 = A@) + 2BG)n + C(i)n
1

wOo
A@) = ai(i — 1),

2B({) =2(a+b)i—(a+ 2640,
C@H=a-+2b4c
Wihlen wir i so gross, dass das Vorzeichen der Diskriminante
AGCH = B = (e — )7 + @+ 2b opi —LE2D+ T
mit dem Vorzeichen vom Anfangsgliede der rechten Seite iibereinstimmt, so ist durchwegs
g14G) +2B()n + Cn} = sg 4() = sga
sga, =sga fir n\ 2

also

11 LOCATION OF ZEROS



12 M. FEKETE UND G. POLVYA.

Ist  geniigend gross, se ist auch
sgx, = sga.
Damit ist der Beweis gefiihrt.

............ L T T T T

Um die Richtigkeit der Gleichung
limv(k) =p
boo
nach der verwendeten Methode zu beweisen, ohne die Wurzeln irgendwie zu be-
schrinken, miisste noch gezeigt werden, dass ein quadratisches Trinom mit konjugierten
komplexen Wurzeln a 4 2bx -+ ¢x* durch (1 — x)* dividiert eine Potenzreihe liefert,
die fur geniigend grosses k p-fach positiv ist, wie auch p gewihlt sein mag.
Dass dies geht, scheint mir sehr wahrscheinlich sein; indessen ist es mir aber
nicht gelungen, einen Beweis dafiir zu finden.
Budapest, den 18. Dezember 1911.
MicuaeL FEKETE.

Ich glaube an das von Ihnen neu angeregte Problem mit einer nicht ganz unge-
eigneten Methode herantreten zu konnen; leider ist die Losung einer Beschrinkung
unterworfen, die aber aus rein algebraischem Gesichtspunkte betrachtet unwesentlich ist.
Ich beweise nimlich den Satz:

Es sei
SO =a,4ax+ a5+ - +a,a"
eine rationale ganze Funktion mit reellen Koefhizienten, die im Intervalle (o, 1) keine
mehrfache Wurzeln besitzt; dann lisst sich eine solche ganze Zahl K angeben, dass
falls die ganze Zahl k grésser als K ist, die Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffi-
zientenfolge der Potenzreihe
(—-—I f(x))wk =AY+ AP x oo AV .
—_x
genau mit der Anzahl jener Wurzeln von f(x) wbereinstimmt, die in das Innere des
Intervalles (o, 1) fallen.
Ich nehme noch an, dass 4, positiv, und f(1) von Null verschieden sei. In diesen
Annahmen liegen keine wesentliche Beschrinkungen. Denn einerseits: die Waurzeln, die
gleich Null sind, iben iiberhaupt keinen Einfluss auf die Zeichenwechsel oder Zeichen-
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UBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE. 13

folgen aus; und andererseits, wenn
f()=o

d. h. die Zahl 1 eine etwa sfache Nullstelle von f(x) ist, geniigt

=2

e()Zo

1. Die Koefhizienten der Macraurinschen Reihe von (i)—)—m sind die Zihler
1—x

gewiss der Bedingung

der Cesiroschen Mittel k-ter Ordnung der Reihe

ao+al+ cre +dm+0+0+ tes
ausfiihrlich geschrieben
AP =4

ar=(*Ta+(})a
=("TH)( %+a.57%)
= ()t (et ()-

() (e tesgrtecdirhy)

..................................

.....................................

AL’"-——(kt”)ao+(k+Z”“)a.+ +(* T4 ")

z(n+k)(a°+a';ﬁ+ +a n-{—knij—;—k n-i;—:n—l—-;k)

..................

..................

Seien p und ¢ zwei nichtnegative ganze Zahlen, u. z. sei p kleiner als ¢; ich fithre
die Bezeichnung ein:

fh=a,4a L pa L=y Ly, PP 1
7 g 94—1 g g—1 g—p—1
wo ,
am+| :am+z= L. =am+“= eee == O.
Die Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffizientenfolge der Potenzreihe (—f (x))Hk
I—x

ist genau dieselbe, wie in der Folge der CesAroschen Mittel, die aus der vorigen entsteht,
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14 M. FEEETE UND G. POLYA.

indem ihre einzelnen Glieder durch gewisse positive Z.ahlen dividiert werden; dic Ce-
shroschen Mittel sind:

(%% = f(o, k), (_i% =f(1, 14 k), (n‘ilg)g =f(n, n+4 k),
k k k

2. Es sei p >\ m, dann ist
L) - =S (LY Le=r  p=v—1
(L) =16, 9= 5o (L) - L= .

Der Faktor, womit @, multipliziert ist, ist positiv, was sich durch wiederholte
Anwendung eines elementaren Satzes ergibt. Sei nun ¢ so gross gewihlt, dass

(=3 (=)

dann wird gewiss

q 9 9—1 g—v—1
p—l 2 v—n
=(L)' f—— P b 3
q 1 2 v—1
1 —— 17— 1I—
q q q

Also, bei getroffener Wahl von ¢
S(5) s o] <dai e+ < la,h=D,

3. Ahnlicherweise ergibt sich:

£y ) —fC — 1, q—r):v_ga,(%—l’-”)f’**?—z b=y

g—v]g—19—2 = ST,

=%, @=pPvp—1  p—v—1
\;a‘q(q—v)q—l g—v—1

= f=P §,,p=1p—2  p—v—1
9(9—1); 'g—29—3 g—v

14 LOCATION OF ZEROS



UBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE. 15

wo der heraustretende Faktor ersxchthch positiv und d1e in der geschweiften Klammer
an zweiter Stelle stehende Summe dem absoluten Betrage nach kleiner ist, als

Cla, + 31a,l 4 -+ + mla, |)’”‘"‘ D,
4. Es sei

ao
T et a4 - +la,l

Die Zahl « hat folgende Eigenschaften:

I a ist positiv. ‘

IL Ist @ < 1, dann ist « kleiner (oder gleich) als die kleinste positive Wurzel
von f(x); Gleichheit kann nur ecintreten, wenn f(x) linear ist.

IIL. Ist aber « X\ 1, dann hat f(x) keine Wurzel, die kleiner als Eins ist; unse-
rer Annahme zufolge ist also die kleinste positive Wurzel von f(x), falls sie Gberhaupt
existiert, grosser als die Einbeit.

IV, Ist L < a, so ist f(p, 9) positiv; eutgegcngesetztenfalls wire

a+a—+- oo L2 2 m

99—1 g—m—1

d. h.
aoé a‘P az.g_u _____ mPP—I p—m—1
- q g 9—1 79 9—1 g—m—1
é(!a.|+|az|+~--+1am1)%
oder
aé—P—-
- 9

was wir eben ausgeschlossen haben.

5. Dies vorausgeschickt, unterscheide ich nun zwei Fille; ist erstens a1, s0
hat einerseits f(x) keine positive Wurzel kleiner als Eins (§ 4. IL.) und andererseits
sind die Glieder der unendlichen Zahlenfolge

flo &), f(, 1+ k), f(22+4k), ..., f(n,n4k),...
alle positiv, falls nur k>0 (§ 4. IV.); sie stimmen jedoch im Vorzeichen mit den Koef-
IO

(1 —
mung zwischen der Anzahl der Wurzeln in (o, 1) und der Anzahl der Zeichenwechsel
ist also vollstindig; beide Anzahlen sind nimlich gleich Null.

Ist aber zweitens « <1, so seien die Koeflizienten der fraglichen MacLauriNschen
Entwicklung, die mit den Indices

0 I, 25 3y 4y .--yty ...

versehen sind, der Reihe nach den Punkten mit den Abscissen

fizienten der Macraurinschen Entwicklung von iiberein. Die Ubereinstimn-

(o] 1

o 2 3 n
E' Tk’ 24k 3FE AR
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16 M. PEKETE UND G. POLYA.

zugeordnet, die alle dem Intervall (o, 1) angehéren. Die Koeffizienten von verschie-
denen Indices
AR, AP AP A AP
stimmen im Vorzeichen mit den verschiedenen CesAroschen Mitteln k-ter Ordnung tiber-
ein, d. h. mit den Zahlen
fo, By fC1 By f(2 248 fGy 3B, ooy S, n B, .

wihrend in den Punkten der obigen Abscissenfolge dic Funktion f(x) die Werte

() ) () ) o)

annimmt, Hoheren Indices entsprechen Punkte von grosseren Abscissen, und der ein-
zige Grenzpunkt aller durch diese Zuordnung ausgezeichneten Punkte ist der Einheits-
punkt. Wenn wir aus dem Intervall (o, 1) irgendein partielles Intervall herausheben,
so nehmen wir dadurch aus der Folge der Koeffizienten cine entsprechende Teilfolge
heraus; ich bezeichne damit die Gesammtheit derjenigen Koeffizienten A®, die solchen
ausgezeichneten Punkten entsprechen, welche in das herausgehobene Teilintervall fallen.
Die Teilfolge enthilt Koeffizienten in unendlicher oder endlicher Anzahl, jenachdem das
Teilintervall den Einheitspunkt zum Endpunkte hat oder nicht.

Ich sehe nun ab von zwei speciellen Fillen, nimlich wenn f(x) im Intervall (o, 1)
keine Wurzeln hat und wenn f(x) linear ist; diese Fille lassen sich auf dhnliche Art
erledigen, wie der allgemeinere.

Ich teile das Tntervall (o, 1) in Teilintervalle in folgender Weise: zuerst nehme ich
das Intervall (o, «); im («, 1) liegen nun die fraglichen Nullstellen von f(x), deren
jede ich mit einem Intervall erster Art umgebe, d. h. mit einem solchen, das ginzlich
im Innern von («, 1) liegt, und in welchem, die Endpunkte eingerechnet, f'(x) nicht
verschwindet; die von («, 1) tbrigbleibenden Intervalle sollen Intervalle yweiter Art
heissen. In den Intervallen zweiter Art hat |f(x)| eine von Null verschiedene untere
Grenze, in den Intervallen erster Art ist das mit | f(x)| der Fall; diese unteren Grenzen
sollen f und f’ genannt werden.

Es sel nun n, die Zahl, welche den Ungleichungen

n n I
nk—{-k-ké“<n,‘—{’:--1_+k

ak
)

Ersichtlicherweise wichst »#, mit £ tber alle Grenzen. Wihlen wir weiter k so gross,
dass ‘

A Gt o [ Gl I Gt B
1L AN
1. (a1 +1a| + -+ 4|2, D) ——*

Iv. (2|a,| + 318,| + --- + m|a,))

geniigt, d. h.

m(m

mim—1) ¢
mm—1) - p,

m(m
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UBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE. . 17

Dann werden die Glieder der einzelnen Teilfolgen, welche dem Intervalle (o, «) und
den Intervallen zweiter Art entsprechen, jeweilig dasselbe Vorzeichen haben und zwar
das von f(x) in den zugeordneten Intervallen. Die den Intervallen erster Art entspre-
chenden Teilfolgen werden monoton wachsend oder abnehmend, je nachdem f(x)in
dem betreffenden Intervalle positiv oder negativ ausfillt. In einer monotonen Folge aber
ist hochstens ein Zeichenwechsel moglich. Da nun jede solche monotone Folge zwi-
schen zwei andern Folgen konstanten Vorzeichens eingeschlossen ist (jede wachsende
zwischen eine negative und eine positive, jede abnehmende zwischen eine positive und
eine negative) entspricht auch jeder monotonen Folge, d. h. jedem Intervall erster
Art, d. h. jeder Wurzel im Intervall (o, 1) in der Tat ein Zeichenwechsel. In solcher
Weise wurden jedoch alle Zeichenwechsel erschopft. Qu. e. d.

Zu diesen Entwicklungen hat Herr Fejér noch Folgendes bemerkt: es lisst sich
bei gegebenem k ein solcher Index N angeben, dass alle Zahlen

SN, N+ 8, f(NF1, NF14k)y ..., f{(N+n Ngn5, ...

von demselben Vorzeichen sind, d. h. dass die Ungleichung

If@)—f0r v+ B < If(D)]
immer besteht, falls nur v X\ N.
Man erbilt durch partielle Summation

(@) —f(% V+ﬁ)=a,(1—;ﬁ)+az(l—-r_{:~;#€i—x)+

+“M(I_§-;-k V_‘I’_;ﬁ;::l-_x)

= e ()
o o) me_“_;(_%%ﬁ
oo b (a,ta, o —I—a')(l_\v—l—;k)

k
IO =1 Bl k

“m+ ceedla, Fa, oo +a'lv+k )

Nennen wir also M die grosste zwischen den Zahlen

laml’ |dm+am_[|’"'7Iam+am—x+"'+a‘l

so ist gewiss

mMk

TICORFIORE SO <v—,—k——m-——1.
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18 M. FEKETE UND G. POLYA.

Ist also v so gross gewihlt, dass

mME mMk
—_— I d. h TN m—k—1
e O]
so wird f(v, v - k) gewiss von demselbem Vorzeichen scin, als f(1).
Wollen wir also die Zeichenwechsel in unserer Reihe abzihlen, so kénnen wir
uns auf die N ersten Glieder beschrinken, wo

mMFE
v=[ i+ m =]

Die Untersuchung der Zeichenwechsel fithrt zu einer neuartigen Berechnung der
Wourzeln, die zwar eine langsame Approximation licfert, jedoch den Vorteil besitzt, auch
in viel allgemeineren Fillen anwendbar zu sein. Dies beruht darauf, was Sie schon bei
der ersten Erwihnung meiner Idee bemerkt haben, dass nimlich die eben auscinander-
gesetzte Anniherungseigenschaft der CesAroschen Mittel auch bei Potenzreihen bestehen
bleibt.

6. Es sei die Potenzreihe

f@=a +ex+ax*+ - Fax+ .-

im Einheitskreise konvergent

C f(x))Hk:AL&)_I_A(Ik)x_I_A(:)xz_I_ R T M
1—Xx
A®

fmn+@=6%7-

Denken wir uns die Gitterpunkte der (», k) Ebene, deren Koordinaten nichtnegative
ganze Zahlen sind und ordnen wir dem Gitterpunkte (n, k) den Wert f(n, n -+ k)
zu. Zichen wir in der (u, k) Ebene zwei parallele Gerade, welche mit der positiven
k-Achse einen Winkel mit der Richtungstangente & einschliessen (o £ a <Ce0) *) und
nehmen wir unendlich viele Werte f(n, # k), deren reprisentierende Punkte zwischen
den beiden parallelen Geraden liegen; dann hat die Menge dieser Werte den einzigen
Hiufungspunkt f (;—_T——_——g). Allgemeiner lisst sich Folgendes aussagen: seien « und §
positive, echte Briiche (« <{8) und sci p ein Punkt im Intervalle (2, 8); dann finden
sich zu einer willkiirlich gegebenen Zahl ¢ solche K und =, dass, wenn nur

k> K und |p—n—_'|'_-—k- <

1f(m n+8) —f() <.

immer

©) Auf den Fall @ = oo bezichen sich die Sitze von Aser, FRoBENIUS, HOLDER, CESARO, etc.
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UBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE. 19

Dies ergibt sich aus der Abschitzung

[f(n,n+k)—f(p)|4M(M I)Zlal+2Z|a|¥»v f(P)—_f(;—_'f:—k)l

mit Hinzoziehung der absoluten Konvergenz der Reihe f(P) und der gleichmissigen
Stetigkeit der Funktion f(x). (Hier bezeichnet M eine willkiirliche ganze Zahl X 2;
zwischen den Zahlen «, % und n, besteht dieselbe Beziehung, als zwischen den geichbe-
zeichneten im § §). Aus der Abschitzung im § 3. folgt ein dhnliches Resultat: ist

m—r = x
n4k
so ist auch

lim(n 4 kE){f(ny, n 4+ k) —f(n — 1, n + k — 1)} = (1 — x)f'(x).
Seien nun die Koeffizienten der Potenzreihe reell; wir bezeichnen mit

Vor Vir Yoy Viy eeny Vi

gewisse Indices; es soll nimlich ein Zeichenwechsel auftreten:
zwischen dem v ten und v, 4 1-ten Cesiroschen Mittel o-ter Ordnung ?)
zwischen dem v-ten und v, - 1-ten Cesiroschen Mittel 1-ter Ordnung
zwischen dem v,-ten und v, -} 1-ten CesAroschen Mittel k-ter Ordnung u.s. w.
Besitzt dann die Zahlenmenge

v, vi v, v,
o+v0’ I—{—v" z’l;“,’“"km—l;\'k’

irgend einen von der Einheit verschiedenen Hiufungspunkt p, so ist ¢ eine Nullstelle
der Funktion f(x); denn f(g) ist ein Grenzwert von Zahlen, unter denen unendlich
viele positive und unendlich viele negative (oder unendlich viele positive und ver-
schwindende oder unendlich viele negative und verschwindende) vorkommen. Die Ablei-
tung der angefithrten Menge kann ihrerseits hdchstens einen einzigen Hiufungspunkt
haben, den Einheitspunkt, da doch: f(x) im Innern des Einheitskreises holomorph und
nicht identisch Null ist. Ich behaupte nun, dass, wenn

v v

o? 1? vz""’vk""
die Indices jener Cesiroschen Mittel bezeichnen, denen, der Reihe nach, in den conse-

cutiven Folgen immer das erste (bzw. das s-te) Zeichenwechsel entspricht, die Zahlenfolge

Vo Vl v, Y .
oFv THW U hEw T
nur einen einzigen Hiufungspunkt besitzt, d. h. konvergiert.

2) Tritt zwischen den Gliedern «,, «,,, der Folge

o o 3 ses O

0 4 1 29 ry

ein Zeichenwechsel auf, so nennen wir 7 den « Inder dieses Zeichenwechsels »,
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20 M. FEKETE UND G. POLYA.

Ziehen wir in der Ebene (#, k) den Linienzug, dessen consecutive Ecken

(o 0)y (s 1) (V5 2 vy (v, )
sind, und den wir die erste (s-te) Zeichenwechselkurve nennen wollen, dann muss ge-
zeigt werden, dass dieselbe eine bestimmte asymptotische Richtung besitzt.

I. LemMMa. — Seien i b,x” und icﬁ x" Potenzreihen mit reellen Koeffizienten,
Godbx b2+ o b a" YT x b2 e )
=+ extex 4 oo Fo x4 -
d. h.
¢, =b,
Cl = bo + b(!
cl = bﬂ + bl _|_ bl

..................

C-=b0+bl+b3+ tee +b,,
byy b, b, ... b

und sei in der Folge

o )
der 1-te, 2-te, ..., ste Zeichenwechsel zwischen den Gliedern
b und b, ., b undb ., ..., b, und b,

Da eine monotone Folge hochstens einmal die Null passieren kann, ist ersichtlich, dass:
in der Folge ¢, ¢, ..., ¢, kein Zeichenwechsel ist
14

in der Folge ¢, ¢,y ..., ¢ +y ¢;, hochstens 1 Zeichenwechsel

i

in der Folge ¢, ¢,, ..., Gy +en3 Gy ony € hochstens s—r1 Zeichenwechsel vor-
kommen. Also schliesse ich: der Index des sten Zeichenwechsels in der Folge der b,
ist micht grosser, als der Index des s-ten Zeichenwechsels in der Folge der ¢;. Diese Be-
merkung wollte ich unter Lemma I. anfithren.

Da nun

v

oy V¥

v v

10 Yar Vi ey Vs e
Indices des s-ten Zeichenwechsels in der Koeffizientenfolge solche Potenzreihen bedeuten,
die alle aus der ersten durch successive Multiplikation mit der geometrischen Reihe

entstanden sind, ist (Lemma I in betracht gezogen)
Vo LV LY, Ly L Ly Lees
II. LEmMA. — Lisst sich in der Folge 4, 5,, ... 5, ...

by — b, <,

setzen, WO n,, M,y ..., 4, ... eine nie wachsende, zu Null konvergierende unendliche
Folge von positiven Zahlen bedeutet, dann hat die Folge 4,, 4,, ..., b, ..., falls
sie zwei verschiedene Grenzpunkte b und &' besitzt (b < ') alle Punkte des Inter-
valles (b, b") zu Grenzpunkten,

Die Konsequenz, dass die Glieder der Folge im Intervalle (4, &') iiberall dicht sind,
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UBER EIN PROBLEM VON LAGUERRE. 21

hat Herr Fejir ) unter der engeren Bedingung nachgewiesen, dass die Differenz
zweier konsekutiven Glieder mit wachsendem Index dem absoluten Betrage nach unend-
lich abnimmt; die hier gegebene Bedingung kann auch so ausgesprochen werden, dass
falls in der Folge 4, b,, ..., b,, ... cin Abnehmen eintritt, dieses nur in einem
mit unendlich wachsend:m # unendlich klein werdenden Betrage stattfinden kann. Der
Satz Fejtr’s verhilt sich zu dem hier zu beweisenden #hnlich, wie ein bekannter Satz
Harpy’s tiber arithmetische Mittel zu seiner Lanpau’schen Verallgemeinerung.

Wiirde nimlich der Satz nicht bestehen, so liesse sich ein Punkt ¢ des Intervalles
(b, ¥") finden, derart, dass in das Intervall (¢ —¢, ¢ - ¢), das ginzlich im Innern
von (b, b’) gelegen ist, kein einziger Punkt zu liegen kommt, sobald # > N. Sei
ferner wy, <C2¢; da weiter ' auch Grenzpunkt ist, muss sich ein 5,(v > N, v > N')
angeben lassen, der rechts von ¢ -} ¢ liegt. Daraus wiirde aber folgen, dass kein einziges
b, existiert, das kleiner als ¢ und dessen Index grosser als v ist; das steht mit dem
Umstande in Wiederspruch, dass auch b eine Hiufungsstelle ist. Lemma II. ist also
bewiesen.

Die Folge

Yo Yy A Vs Ve
oy, T v 3 U R

geniigt den Bedingungen des Lemma IL; es ist nimlich

Ve Vit =Ry, 4 M < RS
Ety, ka4, EFyEFr+v,) = EFv)EF 14 k
da doch v, — v,,, nie positiv sein kann. Hitte also die fragliche Folge zwei verschie-
dene Hiufungsstellen b, ¥, so wiirde f(x) — nach einer vorangehenden Bemerkung
dieses Paragraphen — fir jede Stelle des Intervalls (b, #") verschwinden, was doch
ausgeschlossen ist. — Letzterer Teil des Beweises kénnte auch geometrisch durchgefithre
werden.

So gelangten wir zu einer neuen Methode reelle Wurzeln reeller Potenzreihen zu
ermitteln. Aus der von LAcUerre verallgemeinerten DEscarTEssche Zeichenregel folgt,
dass die Anzahl der Zeichenwechsel nie unter die Anzahl der Wurzeln sinken kann;
aber es bleibt unentschieden, ob durch die angegebene Methode alle Wurzeln und mit
richtiger Multiplizitit erhalten werden konnen; der in §§ 1.-5. bewiesene Satz zeigt,
dass sie vollstindig zum Ziele fiihrt im Falle eines reellen Polynoms mit lauter einfachen
Waurzeln.

Budapest, den 15. Janner 1912,
GeoRrRG PéLya.

3) L. Fejér: a) Sur la série de Fourier [Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Aca-
démie des Sciences (Paris), Bd. CXLII (1. Semester 1906), S. 501-503 (séance du 26 février 1906];
b) A FouRrier-féle sorrdl (Elst kdzlemény) [Mathematikai és Természettudomdnyi Ertesits, Bd. XXIV
(1906), 292-297]. In diesen Arbeiten wird die Schlussweise auf die Fourier’sche Reihe angewandt;
andere Anwendungen auf gewisse Fragen der successiven Approximation sind mir aus mindlicher
Mitteilung bekannt.
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.................................................

Die Anniherungseigenschaft der arithmetischen Mittel, mit deren Entdeckung Sie
Lacuerre’s Problem fiir Polynome mit einfachen Wurzeln gelost haben, stellt den
tiefsten Grund der Tatsache

() lim v (k) = p

ins Licht. Um das Problem ganz allgemein zu losen, habe ich den Zusammenhang
zwischen den arithmetischen Mitteln und den Funktionswerten weiter untersucht.
Meine Untersuchungen fithrten in zwei Richtungen iber unsere bisher gefundenen
Resultate hinaus. Erstens bewies ich die Gleichung (1) fiir jedes Polynom und auch
fur Potenzreihen, die im Einheitsheitskreise konvergieren und im Punkte x =1 ge-
wissen Beschrinkungen unterworfen sind. (Satz 1) Zweitens zeigte ich, dass das durch
Sie gefundene Verfahren zur Ermittelung der Wurzeln von f(x) = o zwischen o und
1 jede Wurzel in diesem Intervalle und zwar mit richtiger Multiplizitit ergibt, wenn
f(x) durch eine reelle Potenzreihe definiert ist, die im Einheitskreise konvergiert, sonst
aber gar keiner Beschrinkung unterliegt. (Satz II).

Der genauen Formulierung meiner Ergebnisse schicke ich drei Hllfssatze voraus,
deren erster ein ummittelbares Korollar Threr Resultate ist.

Mit f(x) werde ich im folgenden immer eine Potenzreihe bezeichnen, die im
Einheitskreise konvergiert und reelle Koeffizienten hat. Sei f (n, n 4 k) das CEsArO’sche

Mittel kte1 Ordnung der n ersten Partialsummen von Za Die Glieder der Folge

n=0

(2) fl k) f(, 18, .oy f(m, n k), ...,
deren Argumente » und # + % der Ungleichung
n
<n——f—k<p eLa<pLy)

geniigen, bilden eine Teilfolge von (2); um die Ausdrucksweise zu erleichtern, soll
diese « zum Intervall («, {) gehdrig » genannt werden.

Hiessatz L—1Ist f(x) fir « £ x L8, (0 <<a <P <C1) von Null verschieden,
dann gibt es eine solche Zahl K = K (&, P), dass fir jedes k> K die Glieder der
zum Intervall («, £) gehorigen Teilfolge von (2) das Vorzeichen von f(«) haben.

Zum Beweise des Hilfssatzes II. brauche ich folgendes

LemMa. — Ist die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge der Differenzen

al—ao’ al_al’ MR | am—am-—l

gleich w, so kénnen in der Folge

o

o) al, o

29 * ¢

"an

nicht mehr, als w -}~ 1 Zeichenwechsel vorkommen.
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Beweis: Wechseln die Zahlen

ax - a’o’ az - ax’ am - am—l

w-mal ihr Vorzeichen, so kann die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge
(3) Koy K T Xy &, T &, e

w - 2 nicht tbertreffen.
(3) ist aber die Folge der Koefhizienten des Produktes

(5 F 05 o, ¥ - oe o, 2 (1 — ),

sie muss also nach dem bekannten Lemma von SeGNER mit einer ungeraden Zahl mehr
Zeichenwechsel enthalten, als die Folge

Ry Ty ey & o

Hieraus folgt unser Lemma.

Hivessatz II —Ist der r-te Differentialquotient von f(x) im Innern und an den
Grenzen des Intervalls (2, £), wo o <{x <{8 <1, von o verschieden, so kann
K = K(=, %) so gross gewihlt werden, dass fiir jedes beliebige, aber fixe k, das K
iibertrifft, die zum Intervall (=, {8) gehorige Teilfolge von (2) hdchstens 7 Zeichenwechsel
aufweist.

Beweis: Es bezeichne f'(n, n - k) den analogen Ausdruck fir

%) = s!iai(i)x"‘ ¢6=1,2..,1
wie f(n, n k) fur f(x) = iaixi.

Ist f)(x) im Innern und an den Grenzen von (2, B) von o verschieden, so kann
die posttive Zahl 3 so klein gewihlt werden, dass § 43 < 1 ist und |f*(x)]| im In-
tervall («, B - 8) eine positive untere Grenze besitzt.

Nach Hilfssatz I. kann also K = K (=, § 4-3) so gross gewihlt werden, dass fir
jedes k und v, die den Ungleichungen

| P> K, o« < oy <P
geniigen,
. g f7(% v+ k) = sgf"(2)

v+k(v=1, 2,3 -.4)

Sei nun k> K so gewihlt, dass, wenn unter den Briichen

n n1 n+m
ntk ntk+1’ " ntktm

diejenigen sind, die in das Intervall (z, B) fallen, m > 27 sci und dabei die Glieder

(s)
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24 M. FEKETE UND G. POLYA.

der Folgen

§w n n- 1 n-tfm—2 n-tm—1

() ndk—1 anfk’ ntk+m—3’ ntkfm—2

(5 n n--1 n-tm—2
n+k—2’ ndk—1’ nk+4m—4

(57 n n4-1 n—[—fﬁ—r

ntk—r’ ntk—r+1’ "'ntkFm—2r
grosser als « und kleiner als § 4 8 ausfallen *).
Bilden wir fiir diesen Wert von % die Folgen
sy § . SR ek,
° Uit m— 1, n kb m— 1), fn+ m, 0+ &+ m)
S) fm ndk—1), fOn+tr, ntk)y s f(atm—1, n k4 m—2)
(S) fPn, nd-k—2), fO>nd1, ngb—1), ..., f(ndm—2, nt-k+4m—4)

................................................

(Sr) fn, nth—r), f 1, ndk—r41), ..., f (nt-m—r, n-tk-+m—2r).
Die Differenz der nach einander folgenden Glieder in (S)(i=o, 1, ..., r—1) unter-
scheiden sich von den Gliedern in (S,,,) nur in positiven Faktoren. Es ist nihmlich ")

R R O R 3 E S AL

) Dass durch geeignete Wahl von £ die Bedingung m > 271 befriedigt werden kann, ist evident,
‘denn mit wachsendem k fallen immer mehr Glieder der Folge —_}’_—— (v=1, 2,...) in das Intervall

(@, B). Anderseits wird fir m>27 die Forderung, dass die Glieder von (8, (S, (8BY), ..., (8'7)
die Zahl o dberschreiten, von selbst erfilllt ; es ist nihmlich

<n+k<n+k—l<n+k—2< A e
und in jeder einzelnen Folge (S'9) wachsen die Glieder monoton. Endlich bleiben die Glieder dieser
1jr

Folgen kleiner als B 4 8, wenn % so gewihlt wird, dass %_i_——<8 denn
r4m—i (ntm-t+BB—i (2f— [2B —1]7
n+m+k—2i<n+m+k—2i—g+n+k+m <+ Tn kR

?) Dies zeigt die folgende einfache Rechnung :

foct sy nt b DS ) = Z T e
f n n— 1 n—i+41
_ ‘n+kn+k—1"'n+k+i+1
. n-t # ntx n—i-|2 n41 n—i+41
_“‘(n+k+x n+k)+z n+k ChFE—italatkEl AT E—iF1

=1

— k . n—i-2 . k . _
TeFRGFEFD a‘+5=zm"n+k——x A E— i T GERGFELD @ k=)
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und ghnlich .
fm+1,n+14+k) —f'(nn4k)= EDIC +—-k-_-+_--]-)f":'(n, n-+4+k—r1)

fr (41, 14k —f(n, n4k) = o+ I:)(:—}- ,’.—|—T)f "(nyn-Fk—1).

Nun wihlten wir & derart, dass alle Glieder in (S,) das Vorzeichen von f"(x)
haben. Nach dem vorausgeschickten Lemma kann also in der Folge (§,_,) hochstens
ein Zeichenwechsel vorkommen; die wicderholte Anwendung desselben Lemma ergibt,
dass die obere Grenze der Zeichenwechsel in (S,_,) zwei, in (S,_,) drei, u. s. w., und
endlich in (S,) gleich 7 ist.

Damit ist also der Hilfssatz II. bewiesen.

Hiurssatz 111 — Sei £ eine, im Innern des Intervalls (o, 1) liegende r-fache Wurzel

fx)=o.

Wihlen wir die positive Zahl b so klein, dass 1° die Ungleichungen o < & — A,
E4-h<1 befriedigt seien, 2° im Innern und an den Grenzen des Intervalls (E—h, £+h)
die Funktion f(x) keine weitere Nullstelle habe und ebenda der erste, fir x = § nicht
verschwindende Differentialquotient f(x) ein konstantes Vorzeichen bewahre. Dann
kann K = K(h) so gewihlt werden, dass fiir jedes beliebige, aber fixierte k > K in
der Teilfolge von (2), die zum Intervall (; —h, Z-h) gehort, genau r Zeichenwechsel
vorkommen,

Beweis: Dass die Anzahl der besagten Zeichenwechsel 7 nicht tiberschreiten kann,
folgt aus Hilfssatz IL., wenn dort « = £ — b, B =& b gesetzt wird. Es ist noch zu
zeigen, dass sie auch nicht unter 7 bleiben kann.

Die Richtigkeit der Behauptung folgt fir r =1, d. h. fiir eine einfache Wurzel
nach Hilfssatz I. Nun zeige ich, dass sie auch fiir eine r-fache Wurzel besteht, ange-
nommen, dass sie fiur eine (r — 1)-fache richdg ist. Sei

G
o0 =L
und bezeichne (v, v-}k) den analogen Ausdruck fiir ¢(x), wie f(v, v4-k) fur f(x).
Dann besteht die Identitit
fO, v+ =8¢0, v+ £k) —e(v—1,v—14Fk).

Ich wihle die Zahl b derart, dass sie die obigen Bedingungen 1° und 2° in Bezug
auf f(x) und o(x) gleichzeitig befriedige. Nach unserer Annahme kann K so gross
gewihlt werden, dass fiir k> K die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge

¢(n, n+ k), ¢(r+1,n+1+4k), ..., ¢(N, N+ &)

nicht unter r — 1 bleibt, falls

von

m—1 . n n-41 . N N1
Py e Sl P Ay A e TR EAS Eay:
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26 M. FEKETE UND G. POLYA.

ist. Nach SecnEr’s Lemma muss die Folge
Lo(n n+ k)
ot 1, n b 1B —p(m n D =f(n 41, n+14+h)
tont 2z, n b2+ —otdnnt1FR =4z n+2+8

Ep(N, N+ k) — ¢(N — 1, N— 1 + ) = f(N, N+ )
mindestens auch # — 1 Zeichenwechsel enthalten; ist aber K geniigend gross gewihl,
so haben ¢ (n, # 4 k) und f(n, n + k) dasselbe Vorzeichen [das von f & — b))

Die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge

f(nyn-kk), f(r1,n41+Ek), ..., f(N, N+ k)
ist also mindestens 7 — 1, da sie aber = r (mod. 2) sein muss, so ist sie mindestens
gleich r, w. z. b. w.

Sarz I — Sei f(x) = i a,x", (a,5£0), eine im Einbeitskreise konvergente Potenz-
reihe mit reellen Koeﬁi{ientm-und

. f) e
€y G 2 40«
fiir kX k, im Punkte x = 1 im engerem Sinne divergent. Dann kann K so gross ge-
wablt werden, dass fir jedes k > K die Anzahl der Zeichenwechsel v(k) in (4) mit der
Anzahl der Wurgeln p von f(x) = o gwischen o und 1 ibereinstimmt. (Die Wurzeln
sind mit ihrer Multiplizitit zu zablen).

Anmerkung. Die Funktionenklasse,-dic den Annahmen des Satzes geniigt, enthilt
jedes Polynom mit reellen Koeffizienten, jede reelle MacrauriN’sche Reihe, deren Kon-
vergenzradius grosser als Eins ist und jede reelle Potenzreihe, deren Konvergenzkreis
der Finheitskreis ist und die im Punkte x = 1 konvergent oder mit arithmetischen
Mitteln summierbar ist, jedoch eine von o verschiedene Summe hat.

Beweis. — Um einen konkreten Fall vor uns zu haben, nehmen wir an, dass die
divergente Reihe

%

(ko)
2 4,
n==0

positiv ausfillt. Dann kann ein solches N gewihlt werden, dass fur AP n > NEund
EX k, - 1 positiv ausfillt.
Es besteht fur k> k, -+ 1 die Identitst

7 \ \

) _ gugen (1D e (B — T gy {7 1 T (ko+1}
ap = e (T ) A (T T ) e A () A

wo statt k — k, — 2 der Kiirze halber b gesetzt wurde.
Nach Voraussetzung kann man zu der positiven Zahl g ein solches v finden dass
fir > v
Aguo-u) > g
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sei. Ist nun N > v, so besteht fiir

#>Nk und h=k—k —2>0
die Ungleichung
- h +3 +1 b
4> (") — g 1 ( ),

also

AP n—1 n—v41 n—v

(”+h)>gn+h n-fFh—1 "'n_V+h+1‘h+1—{|‘4?°+"|+""I‘lAf,"°*"|}_

Es ist aber
n—1 n—yv-1 n—y
D e e PR sy ey Dy
v N

>I—7>I_m_ N k—1 N 1
1 1 NF+1 k =NF1 2
ity ity T

und

#—v_ #n—v_ NE-—N
PR ey s bl
also

AP
(n

Ist N geniigend gross gewihlt, so ist die rechte Seite grésser als o, also 4% po-

sitiv, w. z. b. w. Ich werde die eben bewiesene Behauptung in folgender Formulierung

)>g[N ] e e e aey

beniitzen: divergiert iA;’"’ fir B\ k, zu - oo, so ist bei geeigneter Wahl von N

) A(k)
f(n, n+k)_(n+k)>o
&)
fiir n+kéN+I und kN k 1.
Setzen wir nun
N ——
N1
und +
laI

lalx F la,|5* + -+ - a,[3" 4 -

(wo 3 eine beliebig gewihlte Zahl zwischen = und 1 ist).
Ich unterscheide die beiden Fille « >\ 1 und a < 1.
Im ersten hat die Folge

(2 flo, &), f(1, 14k) ..., f(n,nB) ...
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28 M. FEKETE UND G. POLYA.

sobald % ein geniigend grosses K iibertrifft, keine Zeichenwechsel. Ist nihmlich 201,
so hat jedes Glied der zum Intervall (o, %) gehorigen Teilfolge von (2) dasselbe Vor-
zeichen: das von f(0) = a4,; denn es ist

an+@—m:aﬁh+%iﬁjﬁii+- Aa Js+Ha, |54 +mu<“‘

Anderseits hat f(n, n-}k) auch fir —— + 5T ein konstantes Vorzeichen, falls
EX &, —|— 1 ist. Nun kann man K so gross wihlen, das fir ¥ > K mindestens ein
Punkt + Py in das Intervall (v, %) fillt. Ist dann % grosser als K und k, - 1, so
herrscht in der ganzen Folge ( 2) dasselbe Vorzeichen, da die beiden Teilfolgen, deren
jede fiir sich ein konstantes Vorzeichen bewabrt, ein gemeinsames Glied besitzen.

Wir haben damit zugleich bewiesen, dass fir £ >> K auch in der Folge
(5) A(k) Aﬂcl . A(l)
kein Zeichenwechsel vorkommt, da ihre Gheder von den bezughchen Gliedern der
Folge (2) sich nur in positiven Faktoren unterscheiden.

Hat aber die Koeffizientenfolge (5) von

f(x)
(I —x k1
keine Zeichenwechsel, so hat f(x) zwischen o und 1 keine Nullstelle, also

limv (k) = o = p.

smoa
Um unseren Satz auch fiir « <1 zu beweisen, nehme ich zuerst p > o an. Die
Nullstellen von f(x) zwischen o und 1 seien nach wachsender Grosse geordnet 7,
£,y %.., &,, ihre Multiplizititen resp. n , g,y ..., p,, (¢, + -+ 4, =p). Es ist
leicht zu zeigen, dass fir o £ x £ 25 und 5 £ x <1 f(x) keine Wurzel besitzt.
Der erste Teil dieser Behauptung folgt daraus, dass fir o < x L a3
la x4+ ax* 4 | <dla |z~ la,[3" + - ba=a

ist. Der zweite Teil folgt aus dem Umstande, dass
. n
f(n, n k) > o ist, wenn Py ~NT

Hitte nihmlich f(x) im Innern oder an der unteren Grenze des Intervalls (5, 1)
eine Nullstelle x_, so miisste nach Hilfssatz III., wenn nur % genigend gross ist, beliebig

. . n . .
nahe zu x, (also auch zwischen = und 1) ein Punkt —— existieren, zu dem ein

negativer Wert f(n, n - k) gehorte.
In der zum Intervall (o, 2%) gehiﬁrendcn Teilfolge von (2) haben die Glieder das

Vorzeichen von a; dies zeigt die fir + T < ax und a < 1 giltige Abschitzung

n—1

n ”
iy gy gy g

+ e < fla |3 a5 4 - Jx < g,
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Sei nun die positive Zabl § so bestimmt, dass

s <lE —38 & 3L =8 ... 8 F0<CE =3, 43y
sei und
fe(x) fur § —dLxLE 43 (=1,23, ..., 9
nicht verschwinde.
Man kann K so gross wihlen, dass fir £ > K:
1° die Teilfolgen von (2), welche zu den Intervallen

(m, s.”i), (c’,,—|--§—, E,—%), (z_,_l+§,z,—%), (E,-l'%,?),("; 1)

2

gehoren, jede fir sich, ein konstantes Vorzeichen bewahren; (Hilfssatz I. und A)
2° die Teilfolgen von (2), welche zu den Intervallen

(5, — 89 E, + 8)? (iz - 8’ Ez + 8)7 (Es - 8’ 53 + 8)

gehoren, resp. p., ¢,y ++., P, Zeichenwechsel aufweisen; (Hilfssatz IIL.)
3° in jedes einzelne der Intervalle

(5382, (o 5k, o (80 B )y (B0 840), ()

- . n
mindestens ein Punkt ——— falle,

n-+k
Bei dieser Wahl von K treten’ in der Folge (2) genau

A O e N T 4
Zeichenwechsel auf, sobald £ > K ist. Nach den Vorhergehenden kdnnen wir nihm-
lich die Zeichenwechsel in der Folge (2) folgenderweise abzihlen:

%) gehorenden Teilfolge haben alle Glieder das Vorzeichen
von f(0); in der Teilfolge, welche zu (§, — 3, &, 4 ) gehort, treten p., Zeichen-
wechsel auf; diese beide Teilfolgen haben mindestens ein Glied gemeinsam, also kommen
in der zu (o, §, - 0) gehorenden Teilfolge genau p., Zeichenwechsel vor. Das letzte

.
In der zu (o, 4, —

2
gehort und in welcher keine Zeichenwechsel vorkommen; daher bleibt p., die Anzahl

Glied dieser Teilfolge fille aber schon in jene, die zum Intervall (El -+ —j—-, £ — ..8_)

der Zeichenwechsel in der ganzen Teilfolge, die zum Intervall (o, Ez—%) zugeordnet

ist. In genau derselben Weise kénnen wir die nach einander folgenden und in einander
greifenden Teilintervalle

(0 t=2) G&=re+d L+ 58—7),
G=3E+D  G-35+n (+23), 6o

[die insgesammt das ganze Intervall (o, 1) iiberdecken], behandeln und sehen, dass dabei
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die Anzahl der Zeichenwechsel in der ganzen Folge (2) [die aus den konsekutiven
Teilfolgen ihnlicherweise zusammengesetzt ist, wie das Intervall (o, 1) aus den bezi-
glichen Teilintervallen] genau auf

bttt =0
wichst.
Um auch den Fall p = o zu erledigen, geniigt es das Intervall (o, 1) folgender-

massen zu teilen:

(0, 2%), (=3, %), (3, 1);
in den Teilfolgen, die zu diesen Intervallen gehoren, treten fiir geniigend grosse k keine
Zeichenwechsel auf. Dieselbe Schlussweise, wie oben, zeigt dann, dass die Anzahl der
Zeichenwechsel in der ganzen Folge (2) gleich Null ist.

Damit ist die Gleichung
limv (k) =p
fur alle Fille bewiesen. =
Sarz II. — Sei f(x) = Za x" eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten, die im

Einbeitskreise konvergiert. Sei v(k) die Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffizienten-
folge der Potenzreibe
O

x)k+1 ;
und nehmen wir an, dass

limv(k) > o

kemao
ist ). Sei K so gross gewihlt, dass fir k> K der Wert von v(k) ungeindert bleibt.
Sind

y® yi® MU

v R
die Indices der Glieder in der Folge
47, A(.k)a sy AP (k> K)
nach denen ein Zeichenwechsel auftritt, so existieren die Grengwerte
) Wb e NG
(6) El—‘v“”-;-k’ Mvm_’_k “’Lv”"-}-k
Die Folge (6) besitzt folgende Eigenschaften:
® sie ist nie abnebmend und jedes ihrer Glieder ist £ 1;
2° ibre Glieder, die kleiner als Eins sind, sind Wurzeln von f(x) = o;
3° jede Wurzel von f(x) = o kommt in ibr vor und zwar jede so oft, als ibre
Multiplizitis betragt.
Beweis: 1. Hat f(x) = o im Intervall (o, 1) keine Wurzel, dann kann — wie
nahe auch der echte Bruch » zu Eins gewihlt sein mag— K = K (%) so bestimmt
werden, dass fur k> K die zum Intervalle (o, 1) gehérende Teilfolge von (2) kein

3) Nach LAGUERRE’s Ergebnissen existiert lim v (%) immer, ist gleich einer nicht negativen ganzen

R

Zahl oder +- o und ist nie kleiner als die Anzahl der Wurzeln von J(x) zwischen o und 1.
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Zeichenwechsel aufweist. Gibt es also in der Folge (2), fir noch so grosse k, Glieder,
bei welchen ein Zeichenwechsel vorkommt, so miissen die Quotienten ihrer Argumente

” _T_ % in das Intervall (3, 1) fallen, also fir £ = oo zu 1 konvergieren.

II. Nehmen wir nun an, das f(x) = o zwischen o und 1 eine endliche Anzahl
von Waurzeln besitze. Seien diese Wurzeln in wachsender Ordnung &, &,, ..., §
ihre Multiplizititen 1 , gy «ovy thy (W, F 4 <o+ F 1, =p) Ist §, <5<, 50
kann K= K(s, ¥) so gewihlt werden, dass fir 2> K in der zu (o, s) gehdrenden
Teilfolge von (2) genau p Zeichenwechsel vorkommen und dass, wenn diese Zeichen-

wechsel nach dem ", v{¥, ..., v-ten Gliede auftreten, die Ungleichungen
oo :
Ei—(k)‘ <93 fur 1==1, 2, +..,
v+ k
. P .
Cz_.-(;)v‘—“—“ <8 fur ‘=p'x+1’l“‘1+2)""y'x+!l’z
v -k
yi®
E,--;(,,,—‘ﬁ <y fir i=p—pFnp—p+2 0
i

bestehen, wie klein auch die positive Zahl & gewihlt sein mag. Damit ist bewiesen,
dass die p ersten Glieder der Folge (6) die Wurzeln von f(x)=o0 zwischen o und 1
ergeben. Enthilt die Folge (6) noch weitere Glieder, so miissen sic in das Intervall
(3, 1) fallen und — da 5 beliebig nahe zu Eins gewihlt werden kann — notwendiger-
weise mit Eins tibereinstimmen.

III. Hat f(x)=o im Intervall (o, 1) Wurzeln in unendlicher Anzahl, so hat die
Menge der Wurzeln den einzigen Grenzpunkt 1. Sei 3, 5,, ..., 3;, ... eine monoton
wachsende Folge positiver Zahlen, die zu Eins konvergieren und fiir welche f(s)5%o0.
Ist p, die (notwendigerweise endliche) Anzahl der Wurzeln von f(x) = o im Intervall
(o, 3,), so kann, ihnlich wie im vorigen Falle, gefolgert werden, dass die ersten p,
Glieder der Folge (6) mit diesen Wurzeln zusammenfallen und die folgenden Glieder
derselben Folge zwischen 3, und 1 fallen. Damit ist aber der Satz II. auch fir den
Fall unendlich vieler Wurzeln bewiesen, da ja zu jeder Wurzel zwischen o und 1 ein
5, gefunden werden kann, das sie abertrifft.

.................................................

Ist f(x) eine Potenzreihe mit reellen Koefhzienten, so zeigten Sie, wie man mit

Hilfe der Zeichenwechsel in der MacrauriN’schen Entwicklung von (ic_))_k_ die
[ — X +1
Waurzeln von f(x) = o zwischen o und 1 ermitteln kann. Ich mochte Thnen noch
mitteilen, dass man zur Bestimmung der Wurzeln auch die Zeichenwechsel in den
Macravriy’schen Entwicklungen von f(x)e** und f(x)(1 +x)* (k =1, 2, ...) be-
niitzen kann. Mit dhnlichen Methoden, wie die Ihrigen, gelang es nihmlich mir fir
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kx ~ ] v - . .
f(x)e"" und Herrn ELemir BAunT fiir f(x)(1 4 x)' zu beweisen, dass die Grenzwerte
L] ‘ Nt .
lim =~ resp. lim - (i=1,2,..)
| k F — \1'”“
alle positiven Wurzeln von f(x) = o im Konvergenzkreise mit richtiger Multiplizitit
ergeben, wenn p!* in der Entwicklung von f(x)e** und v\
F(x)(1 4 x)* den Index jenes Gliedes bezeichnet, bei welchem der i-te Zeichenwechsel
vorkommt.

! in der Entwicklung von

Sowohl in den Reihen f(x)c""‘:}oiB;"’x", als in den Reihen f(x)(x—{—x)":f_Cf’x”
kann die Anzahl der Zeichenwcchscln;ﬁit wachsendem k nur abnehmen, muss ':"«T:o for
k = oo einen Grenzwert haben. Wir bewiesen fiir eine ziemlich allgemeine Klasse von
Funktionen f(x), dass dieser Grenzwert mit der Anzahl der positiven Wurzeln von
f(x) = o im Konvergenzkreise genau iibereinstimmt.

Ist f(x) ein Polynom, so haben die Entwicklungen von f(x)(1 - x)* denen von

(]((43‘)),: und f(x)e" gegeniiber den Vorteil, dass sie fiir jedes k eine endliche Anzahl
1—x
von Gliedern enthalten.

Ich stellte das Problem der Bestimmung der reellen Wurzeln auch fiir Funktionen,
die durch DiricurLET’schen Reihen mit reellen Koeflizienten definiert sind. Es ergab sich
hierfar ein ihnliches Verfahren, wie fiir Potenzreihen, nur traten an die Stelle der
arithmetischen Mittel die von H. MarceL Riesz definierten « typischen Mittel » +).

T T L T T R T T L R T T S I T )

Budapest, den 20. Februar 1912.

MicHnaer FEKETE.

4) M. Riesz: a) Sur la sommation des séries de DiRicBLET [Comptes rendus hebdomadaires des
séances de PAcadémie des Sciences (Paris), Bd. CXLIX (2. Semester 1909), pp. 18-21; b) Sur les séries
de DIRICHLET et les séries entiéres [Ibid,, id., pp. 909-912].
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