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so ist g (x) tin Polynom.
Zur Erlauterung dieses Satzes I . sei folgendes bemerkt: k6nnte man die ihm

zugrundeliegende Limesbedingung durch die etwas weniger fordernde Bedingung

Jim ~ 12
r= oo 2Y = 0

ersetzen, so mochte Satz I . besagen, dass unter alIen ganzen transzendenten Funktionen,
die fur x = 0, I , 2, . . . ganzzahlige U7 erte annehmen, die Funktion 2X vom kleinsten
Wachstum ist. In dieser Formulierung - die wir zwar noch nicht mit voller Berechtigung
aussp~echen konnen - springt die Einfachheit des Satzes I . ins Auge.

Welche ist die ganze transzendente Funktion vom kleinsten Wachstum , die fur

aIle ganze rationale Werte der Variablen ( nich t n ur fUr die positive, wie 2X) ganze
rationale Werte annimmt ?

Diese Frage fuhrt zu
SATZ II . - Sei g(x) eine ganZe Funktion, und M (r) das Ma.\'imum van Ig(x)1

im Kreise Ixl ~ r . Sind die Werle

. . . g ( - n), . . . , g( - I), g(o), g( I ), . . . , g(n), . . .
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ganze rationale Zahlen } una ist
3

z

lim r M (r )

1'=00 {~ r = 0,
ist g (x)

1m

tin PoZynom.so

Satze II . kann die merkwurdige Konstante durch keine bessere, d.h.

Funktiondurch keine grossere werden . Das lehrt tins dieersetzt

~~(l_..:t-.!l)X- (l_=-.fi)X~ = ~ \(LI~)X1f5~ 2 ~ ~ V5~ 2
x = 0, :i: I, :i: 2, :i: 3, lauter ganze rationale Werte dar.

Es ist iibrigens

2 < 3 + tf52 < e,

~_..-til , die die allerlangsarnste Kettenbruchent-2
unci Zahl

hat I).

ich

gezeigt,

reihenentwicklung von

und

diese

wie wir es sehen

yon Potenzreihen cinen

Die Entwicklungen in

Funktionen ubertragen .

3

l ' 2 in der Lirnesbedingung durch

Potenz durch , 0 = I zu ersetzen ,

Urn die I { echnungsweise des

rnit der dart zu benutzenden

die ich dann ohnehin

zu werden braucht .

behandle ich2.
cler Differen~zuerst

v.~erde, und deren Kenntnis also nicht

�
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nachdern

  Sie stellt namlich fUr

L=f:~ ist das Quadrat der
2

wicklung , und infolge clessen
Die Beweise cler Satze I

in den Abschnitten 3 -, 4 -,

Vorbereitungen getroffen habe.
tionentheoretische Bemerkungen

Abschnit 9- hangt mit clem

class g (z) keine

noch andere

und II gebe
5 . die

Den

merkwiirdige Eigenschaften
ich in den Abschnitten '). und 6 ..

  in den
Vorangehenden

ganze transzendente

g (~; ~ )
werden,

lauter

classbesagt,
Klassen

zenrechnung,
\70rausgesetzt

I ) HURWITZ, Ueber die angeniiberte Darstellung der Irrational{able/  durcb rationale Brucbe [Mathe-
matische Annalen, Bd. XXXIX ( 1891); S. 279-284] . Encyklopadie der mathematichen Wissenschaften,
Bd. I, Teil II , S. 936.
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1ch betrachte unendlich viele Unbcstimmte uo' tt{ , u~, . . . , ttn, . . . und setze

(r)

U/I = (:)1/'0+ (:)1tl

. . . . . . . . . . . .

u,, = rnoUo+ rnIU, + . . . + rn" U"
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Grade ~ n, so ist es immer, u.zw. nur auf einevom

 Es ist ersichtlicherweise

und aIle Zahlen rI"ll sind ganz.
1st f (x) ein Polynom

Weise in der Form
(2) f(x)=ao+aI(~) + a2(: ) + ... + an(: )darstellbar. - Denn setzt man
(3)  al/ = rI/O! (o) + rI/1! ( r) + . . . + rl/l/! ('I) (V= O, I, 2, . . . , n)

so stimmt der Ausdruck auf der rechten Seite von (2) mit f (x) fur die n + r Werre
x = 0, r , 2, . . . , n, also fur aIle Werte von x uberein. Andererseits, setzt man (2)
als bestehend voraus, so erhtilt man durch Einsetzung von x = 0, I , 2, . . . , n genau
n + r Gleichungen fur ao' aI , a2, . . . , an, aus denen sich Oy eindeutig nach der
Formel (3) bestimmt.

Sei nun k der wahre Grad von ! (x) , und k < n. Indem man f (x) einmal als
Polynom yom Grade ~ k, und dann als Polynom vom Grade ~ n betrachtet, erhalt
man
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-

Darstellung fur Polynome yom Grade ~ nDaraus wegen

Setzt man f (x) = I ,

(4)

der Eindeutigkeit der

rnof ( o ) + rnlf ( I ) + . . . + r " " f ( n ) = o .

und f ( x ) = Xk , so wird speziell

! r + r + r + . . . + r = 0 ' fur 0 < n ,

no nl n2 nn

r Ok + r Ik + r 2k + . . . + r nk = 0 ' fur I L . k < n .nO nl n2 nn - -

letzten beiden Zeilen drucken die wesentlichste Eigenschaft der Zahlen

lassen sich leicht explicite auf Grund dieser Eigenschaft bestimmen ,

so : man betrachte die rationale Funktion

R ( x ) = ~ + rnl + rn2
x X - I X - 2

r nV.
am eln-aus.

fachsten

+ ' tin
x - n

+

P(x)
= X(x- I)(X- 2) ' " (x=--ij ) '
Polynom ist, dessen Grad mit r bezeichnet

aus der Entwicklung van R (x) nach fallenden
Entwicklung beginnt namlich mit x..-n-I,
Entwicklung !

R(x) = ~~oOk + r", Ik+ _----=-=-_+ r""nkXk+I
+ r nk""- ,

werden 5011. Derwo P (x) ein
Grad r von

zu bestirnrnen .

Bilden

Potenzen van x

~ r Ok + k2:: no r n I 1+k~" Xk+I-

x = n setzt, und r nn = I beachtet. Molnzu bestimmen , illdem

P (x) = n I

r n !
+ fin -X - n - X( X- = I) . . . (X - n) .

r

.,1 +
X - I

~
x

Aus Formel (5) bestimmt sich rnit Leichtigkeit :" 111

r nil = (- I )n-ll ( :) .
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Die
Sie

gewlsses

P ( x ) ist

Diese

wir diese

auf Grund der Formeln ( 4 ) . Die Entwicklung van R ( x ) beginnt also mit - Fc ' und

folglich ist r = 0 , d . h . P ( x ) ist eine Konstante . Diese Konstante ist am einfachsten

man in ( x - n ) R ( x )

doch, auch

und setze

Dies ist aus der Differenzenrechnung wohl bekannt .

Mag diese Betrachtung auch etwas gezwungen erscheinen , so fuhrt sie

im nachsten Abschnitt , auf dem kurzesten Wege zum Ziel .

3 . Ich betrachte wieder unendlichviele Unbestimmte u1 , u2 , Uj ' . . . ,

erhiilt

und

(5)
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+ + StJtI Un

ergeben. Es ist
= I ,

5

und aIle Zahlen sjJ.Y sind ganz.
Es ergeben sich nun, analog wie in 2., folgende Tatsachen:
1st das Polynom f (x) ungerade, d. h. ist
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fur I ~ k < n.(4')
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Setzt man speziell f (x) = X211- 1, so erhalt man

S 1211- 1 + S 221.- 1 + . . . + S n2k- I = 0nl n2 tin

Ich betrachte nun die rationale Funktion

S112 ( I I ) + + Snn ( I I )2 X-=2- X+2 ... 2 x-=-;Z-- x+n

00 S I2k-I + S 22k-1 + ... + S n2k-IS(x) = L -!!I 112 2k t/!!--k=1 X
00 S I2k-I + S 22k-I + ... + S n2k-1= "'If\: nI n2nn -L. 2kk=,1 X

fangt, kraft der Gleichungen (4'), mit ~n an, und daraus folgt, class Q (x) eine Kon-x

stante ist. Das Residuum des Poles x = n ist ~ = ~ , unci daraus gewinnt man2 2

den Wert Q (x) = 2 n - I 1
So gelangt man zur Gleichung

snl ( I I ) sn2 ( I I ) Snn. ( 1 I )
( ') 2 X- =t - X+ 1 + 2 X=-:;Z-- X+ 2 + ... + 2 x= n - x+ n5 2n- II

- (x2- I2)(x2- 22) ..~{x2':":"n2) '

Aus (5') folgt ( )n-v ~ ( 2n ) , (I ~ V ~ n)S = - 1 n + 'Jfl1l n

diese explicite Form wird aber im Folgenden gar nicht gebraucht.
4- 1m Vorhergehenden sind die a]gebraischen Hiilfsmittel zusammengestellt. An

funktionentheoretischen Htilfsmitteln brauche ich hauptsachlich den folgenden, den Ele.
menten der Theorie der ganzen Funktionen angehorigen

HILFSSATZ. - Sei I < a < e. Genugen die beiden ganzen Funktionen g (x) und h (x)
fur hinreichend grosses Ixl den Ungleichungen

(6) !g(x) ! < alXI, Ih(x)1 < alxl
und ist

g ( I ) = h( I ), g(2) = h(2), . . . , g(n) = h(n), . . .

so ist identisch g(x) = h (x).
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Wurde die ganze Funkrion g ( x ) - h ( x ) nichr idenrisch verschwinden , so exisrierre

ein positiver echter Bruch IX , fur den g ( ~ ) - h ( IX ) : f = o . Die Funktion

f ( x ) = g ( x + ~ ) - h ( x + IX )

genugt den U ngleichung

( 7 ) If ( x ) 1 < blXI

fur hinreichend grosses Ix ! , wo a < b < e , sie verschwindet fur

x = I - IX , 2 - IX , 3 - cx , . . . , n - ~ , . . .

unci es ist f ( o ) : f = o .

Sei n so gross , dass f [ ir Ixl = n die Ungleichung ( 7 ) schon

nach eiriem Satze von J E ~ SEN 2 ) , dass

richtig ist, so folgt ,

tI

n < bn
If (o)I(I ~ 1X) (2 =- IX) : . . (n - ~)

Seite dieser Ungleichung strebt bekanntlich gegen e, unci so wiirde es

e ~ b,

5. Satz I . beweist sich nun so: ich bilde die ganzen Zahlen

I r ~ I (; ) (- I)n(= - - ; - g (X) J - + . . . + dx
27t' Z . (X - n x - n + I . X

I r . n !

= 2 - ; - [ . . . g ( x ) X ( X - I ) ( X - 2 ) . . . ( X - n ) dx

Das Integral ist im positiven Sinne entlang eines Kreises erstreckt , dessen ivlittelpunkt

cler Punkt . \ = 0 , unci Jessen Radius r > n ist . Der Uebergang von der zweiten

Zeile zur dritten geschieht kraft cler Fonnel ( 5 ) .

Der Integralausdruck ist zum Z , , ' ecke einer Abschatzung

HUlfe erh ~ ~ lt man die Ungleichung

eingefuhrt. Mit seiner

�
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Wir wol1~n an der erhaltene~ Ungleichung eine dreifa~he Aenderung vornehmen:

oder urn so mehr

Die linke

fur unendlich wachsendes n folgen

ein Widerspruch , da e > b.
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wir setzen

wo die stetige Funktion e(r) infolge der Voraussetzung des Satzes I . die Eigenschaft

11m &(r) = 0T~~
hat. Wir flihreI1 ferner die Gammafunktion und die STIRLINGSche F.ormel ein. Endlich

n - -;
- - ' 9

r

echter Bruch sein, aber sie kann zwischen

]g(n) - ( ; ) g(n - r) + I)"g(O)1. . . + c-

(8)

= e(r)~ ~~~+ I) rl~_=~)-+ I" (r) -r
van (8) stimmt im Grenzwerte fUr n = 00, r - n = 00 mitDie

clem

~
 

-
-

-
-

-
~

I
e(r)~ yu nn+ 2 e-nyU.c~- n),-n-+ e-r+ti- Jr 2 yZ; r'-2 e-r

(9) 2rnn(r - n)r-11rr

- ~)I-p')r .

I fur ~ = 0wird

t(r)Y2-;
0 mit unendlich wachsendem r = = 2 n . Dasselbe muss

von ( 8 ) sein . Diese linke Seite ist aber eine rationale

so , class fur n > N

an, unci konvergiert so gegen
der Fall rnit der linken Seite

ganze Zahl. Daher existiert N

g(n) - (;)g(n - I) + + (- I)ng(O) = O.
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wollen wit das Verhaltnis

betrachten . Die Zahl muss ein positiver

den Grenzen 0 und I ganz beliebig gewahlt werden .

In Ausfiihrung des Angedeuteten erhalten wir :

unci ~ = I , unci erreicht

Bildung des Deriviertcn leicht festzustcllen ist, fllr ~ = ~ - .
2

Die stetige F unktion

ihr Minimum , wie es durch
I

Fi.lf ~ = - nimmt (9) den Wert2
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+ (- 1)n g (0)) X (X - 1) '-:":'1.2
1 ) n g ( 0 ) )~i~_=~ ) - ._-':--':'--~=~_.I-!JJ.2

(x - n + r)

-
. . .

stimmt x = 0, I ,

g (I), g (2), g (3), . .. , g (n),
ganze rationale Zahlen, una ist

so ist g (x)
.

ezn Polynom .

BEWEIS. - Man betrachte die ganzen Zahlen

+ snng (n)

  + Snn (g(n) - g( - n))}

= 4kJ g(x)fs,!, (~ - xtI) +
~ .r (n = I , 2, 3. . . .) .

und dem Radiusx = o

sowohl wie die Gleichung ( 5 ')
�

Rend. Girt . Matern. Palerm,,} t . XL ( 20 sem. 1915) . - Sta.mpato i123 a.gosto 1915.
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�
n

2 ,

n

uberein ( ver { ?; l .

sind , ist die

rationale

-

Das Pol ynom

" ! ( g ( n ) - ( 7 ) g ( n - 1 ) + . . .

1\ ' ( n ), b ( g ( n ) - , I g ( n - r ) + . . . + ( -

nun mit der ganzen Funktion g ( ." ( ) fur 3 ,

Abschnitt 2 . ) . Da die Bedingungen ( 6 ) des Hilfssatzes . offenbar erfiillt

ganze Funktion ,f ( ( x ) mit diesem Polynom identisch , w . z . b . w . 3 ) .

6 . Nimmt die ganze Funktion g ( x ) fUr x = 0 , : : f : I , : : f : 2 , : : f : 3 ,

ganze Werte an , so werden dies die beiden ttngeraden Funktionen

g ( x ) - g ( - x ) , x ( g ( x ) + g ( - x )

ebenfalls tun . Durch die Betrachtung dieser Funktionen kann Satz II . abgeleitet werden

ailS dem folgenden

SATZ II ' . - Sei g ( x ) eine ungerade .f' : anze Funktion , und .\ 1 ( r ) das Maximttm ihres

absoluten Betrages am Kreise Ix ! = r . Sind die Werte

Das

r =
Integral ist entlang des Kreises mit dem Mittelpunkte

T ( 0 < ~ < I ) erstreckt . Bei der Umformung \ vurde

g ( x ) = - g ( - x )

berucksichtigt .

3) In der Abhandlung: Ueber einige FUltktioltentbeoretiscbe A It welt dung en der EULERscben Reibe1t- Tran-
sformation. [Sitzungsberichte cler mathematisch-physikalischen Klasse der Kgl . Bayerischen Akademie,
1912, S. I 1-92J, stellt Herr PRINGSHEIM, S. 43-45 aus dem Anlasse eines ganz verschiedenen Gegen-
standes Rechnungen an, die zu einem .mdern, wenD auch etwas weniger bietenden Beweise des Satzes T.
ausgestaltet werden konnen.
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Der Integralausdruck ergibt die Absch1itzung

~
- 

-
.

-
.

.
.

-
.

.
.

.
.

-
.

(8')

wo die Funktion Co (r) durch die Gleichung

definiert ist. Ersetzt man rechts in ( 8') r durch den STIRLING'schen Ausdruck, so kommt

.
.

.
-

-
-

.
.

-
-

-
.

.
.

-

(9')

wird ,

kleinsten

is!

&(r)V~
unendlich wachst .

linke Seite van ( 8 ' ) reprasentierte Folge van

es gibt eine Zahl N , so

+ s " " g ( n ) = o .

Zahlen gegen n > N dieganzen 0 streben ,

ganze lahl
Sttlg(I) snag (2) +

Der Ausdruck

wird zu einem Polynom, das mit g (x) fur .\' = : t
des Hilfsatzes, fUr aIle Werre van x ubereinstimmt.

I , : i : 2, : i : 3, also, infolge

10 SINGULARITIES OFANALYTIC FUNCTIONS

unci class fur

Die stetige Funktion

unci erreicht ihren

ergibt . Dieser kleinste Wert

was gegen 0 strebt, wenn r = n V5
Daher muss auch die dutch die

~
6 (Snlg(I) + S"2g(2) + ..~ +Sn"g(n)) (x - n I I) .:. (X- I)X(X+ I) ... (X+ n- I)~ I...(n- I)n(n+I)...(2n- I)

=k (Snlg(I) + Sn.lk(2) + ... +slI"g(n))(x- n+ I) ... (X- I)X(X+ r) ... (x+n- I)- r...(n- I)n(n+I)...(2n- I).

Isnlg(r) + Sn1g(2) + ... + s"ng(n)1
./ M() 2 n - I IL-r r- (r1 - r2)(r2 - 21) .. ~ (r2 - nj
~ ~ (1_I -1!1)rr2 r(2 n)r(r --- n)- + 2 r(r+n+I) ,r



I~i - II < I (i = I , 2, . . . , 1t).

Nun konnen sagar die weniger fardernden Ungleichungen (12) nicht samtlich
bestehen, da

!CXI - IIIX2 - II . . . [CXn

Funktion

nicht nur fur positive, sondern fur aIle ganze rationale Werte von x gauze rationale
Zahlen dar, und daraus folgt , kraft des Satzes II , dass nicht aile U ngieichungen

( i = I , 2, . . . , n)

zu gleicher Zeit bestehen kannen. Dies bedeutet z. B., dass es keine Einheit gibt, die

samt alIen konjugierten reell, positiv und im Innern des Intervalles ( ~ ~ , 2Ifl )
gelegen ware. Auch diese arithmetischen Folgerungen lassen sich elementar bestatigen,

11 SINGULARITIES OF ANALYTIC FUNCTIONS

7 . Seien ~ I ' Xl , . . . , ~ . . konjugierte ganze irrationale

W urzeln der irreduziblen Gleichung

( 10 ) X " + hi X ' I - I + . . . + hf , = 0

rnit rationalen ganzzahligen Koeffizienren b I ' b 2 ' . . . , b . . , wo n ~ 2 . Die ganze F unktion

~ ~ + < 1 . : + < 1 . ; + . . . + ~ =

srellt fUr die Argumenre . Y = 0 , I , 2 , 3 , . . . ganze rationale Zahlen dar , und redu -

ziert sich Dicht auf ein Polynom . Daraus foIgr , kraft unseres Satzes I , dass die Unglei -

chungen

' ( II ) Ilog ~ il < log2 ( i = r , 2 , 3 , . . . , 1I )

nicht samtlich zu gleicher Zeit erfullt werden konnen . ( Es ist , wie es narurlich frei

stehr , fur log ~ i unter den unendlich vielen Bestimmungen diejenige yom kleinsren

absoluten Wert gewahlt ) .

Diese Folgerung des Satzes list jedoch trivial . Denn aus U ngleichung ( I I ) foIgt

durch einfache Rechnung

( 12 )

- II = II + bl + bz + . . . + bttl ~ I .

Sind lXI' ~z' . . . , 'Xn Einheiten (d. h. b n = :f: I in Gleichung ( 10)) , so stellt die



�

[ log log M(r)1m - P1'=00 log r - .
(p ist nicht negativ. Wenn g (x) ein 1:)01 ynom ist, so ist sein Wachstum p = o. Ich
betrachte nur die FaIle, wo p endlich ist) .

Die genannte Frage lautet also dahin : man bilde die Gesamtheit aller den Bedin-
gungen ( 13) genugender ganzer Funktionen g (x) ; was ist die untcre Grenze Po der
zu diesen F unktionen gehorigen Zahien p?

Dass das rninimale Wachs turn durch die Zahl Po gernessen sei, dazu ist naturlich
erforderlich, class

nm log log IYnl L p 5).n~QO log Ixnl - 0
Fur die Imerpolationsstellen

. . . - n , . . . , - 2 , - I , 0 ,

wenigstens in cler Hauptsache, clurch

I , 2 , . . . , n, . . .

folgenden Satzwird die aufgeworfene Frage,

erledigt :
SATZ III . - Es seien die Zahlen

" ' Y- n ' ' . . ' Y- 2' Y(), YI' Yz , , . " .'Vn, , . ,

der Bedingung

�

4) PRINGSHEIM, loco cit. 3), S. 27-36, wo weitere Litteratur.

. B'I d li- 11 11 Gl' d d F 1 log log ly,,1 d' ' 1 d . . .. d
5) Bell dung es m so en a e leer er 0 ge - 11 1- le smn os 0 er lmagmar wer en,og X'I

durch <> ersetzt werden.

SINGULARITIES OF ANALYTIC FUNCTIONS12

- -

genugt. So lasst sich bekanntlich 4) irnmer cine ganze Funktion g (x) angeben, die an
den Stellen Xn die Werte Y n interpoliert , d. h. den Gleichungen

( 13) g (x1) = YI ' g (X2) = Y2' . . . , g (x,,) := y" , . . .

Frage: was ist das A'leinstmogliche Wachstum, das der in-genugt. Schwieriger ist die
terpoUerenden Funktion g (x) zukommt?

Unter   Wachstum   (ordre apparent, Ordnung , etc.) cler Funktion g (x) sei die
Zahi p verstande:n, die folgendermassen definiert ist : sei 1'111 (r ) clas Maximum der stetigen
Funktion !g (x) 1 fur Ix! = r , so setze ich
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x

sin ~ x - [1
+00 I ( X ) en

- x 1 - -
~ n

- ao

ist.

Wachstum p = 0 ist. Es sind

unterliegen der bekannten Bedingung, class eine genugend hohe Differenzenreihe iden-
tisch verschwindet.

. . . g( - n), .. , , g( - I), g(O), g(I), . .. , g(n), .. .
konnen his auf die Bedingung

11m log log Ig(n)1Inl~oo log In! ~ p
beliebig vorgeschrieben werden .

�

6) Das wesentlichste geht aus den Untersuchungen des Herro BOREL, lac. cit. 2), S. 71-78 hervor.
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2) . Es gibt keine ganz \\7ertige ganze Funktionen , deren Wachstum p ein positi ,\7er
echter Bruch ware .

3) . Es gibt ganzwertige gauze Funktionen g (x ) van jedem Wachstum p ~ I .
Die Werre

Auf Grund der Satze II und III lassen sich nun vollstandig die verschiedenen
Wachstumverhaltnisse ubersehen, die den ganzwertigen ganzen Funktionen zukommen
konnen, d. h. solchen ganzen Funktionen, die fUr rationale ganzzahliRe ArRumente
rationale ganzzahlige Werte annehmen.

I ) . Es gibt ganzwertige ganze Funktionen, deren
Polynome, unci ihre Werte

1st P < I , SO ,t ; ibt es entweder keille oder nur tine einzige Funktion g ( X ) .

1st P ~ I , SO gibt es immer unendlich viele Fttnktionen g ( x ) .

Der Beweis dieses Satzes mochte uns zu weir fuhren 6 ) . Ich will ihn our durch

die analogen Verhaltnisse tier Poly nome erlautern . Da handelt es sich darum , bei

vorgegebenen

xI , x2 , . . . , xn

( X - XII )Yl ' Y2 ' . " , Y . . . - : * - = v - ~ o

ein Polynom P ( x ) yom Grade r zu finden , das den Gleichungen

P ( x1 ) = YI ' P ( X2 ) = Y2 ' . . . , P ( xn ) = Yn

genugt . Es gibt kein solches Polynom P ( x ) , oder nur ein einziges , wenn r < n , und

es gibt immer unendlich viele , wenD r ~ n . Es werden also bei den Polynomen die

beiden FaIle r < nun d r ~ 12 un terschie <.len , won der Grad des einfachsten fur x I ,

Xl , . . . , .\ " n verschwindenden Polynoms ( X - xI ) ( X - X2 ) . . . ( x - xn ) ' ist . 1m Satze III

wurden die beiden Ftille f < I und f ~ I unterschieden , wo I das Wachstum der

einfachsten fur x = 0 , : t I , j : 2 , . . . , : t n , . . . verschwindenden ganzen Funktion
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Hier ist die geeignete Stelle zu erwahnen , dass es, in einem gewissen Gegensatze

zu dem bisher Gefundenen , ganze tr ,1nszendente Funktionen van beliebig vorgeschrie-

benem JJ7 achstum gibt , die an jeder rationalen Stelle rationale Werte annehmen . Dies

geht aus einer Untersuchung des Herrn STACKEL hervor 7) .

9 . Dieser letzte Abschllitt behandelt fine yon cler bisher betrachteten ganz verschie -

delle arithmetische Eigenschaft cler ganzen Funktionen . Sein Gegenstand ist namlich
der Beweis vom

SATZ IV . - Es set g ( z) eine ganze FunJ,tion . Wenn die Potenzreihe

reduzieren 5011) ganze rationale KoeiJizienten hat. so

ist g (Z) ein PolynomJ una + tine ganze rationale Zahl .c)

(die sich nicht auf

uncl cler Fall ~ = 0 ist ausgeschlossen. Setzt man

( ~ (X~ - ~y )g T + ~2 Z = h (z)
so wird h (z) eine ganze Funktion , und es ist

(14)

Die Funktion h ( X) hat nurI + ~ X
'8

Gleichung
x

�

7) P. STACKEL, Ueber arithmetische Eigenschaften al~alytischer FU1~ctiol~el~ (Mathematische Annalen,
Bd. XLVI , S. 513-520J.
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Die vier Konstanten ~ , ~ , y , ~ geniigen der Ungleichung

IX c) - ~ y # 0 ,

u- - ---~..-
I+fX- I+(f - n)u

genugt. Dies geht immer, narnlich nur auf eine Art , wenn - + ganz ist, und auf lwei

verschiedene Arten , wenn - + nicht ganz ist. Ich fuhre die Variable u durch die
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oder durch die g]eichbedeutende
U

.\ " =
1 - 11t (,

ein . Die Funktion

( u )
h - c c

(1 ) - 0+ lI- nu1 + - - n u
3

= c
0

+ cz(~ )Z
It

+

(15)
+ C1U + C1ntt1 + c1n1tt ' + . . .

+ C1 U1 + Cz2 n U ' + . .

+ C3 U3 + . . .

Ihrc MACLAURINsche Reihe hat daher denhat den einzigen singularen Punkt

Konvergenzradius

�

Koeffizienten,..I\ndererseics hat sie lauter rationale ganze wie es aus Formel ( IS) auf
Grund des WEIERSTRAssschen Doppelreihensatzes hervorgeht. Eine unendliche Potenzreihe

mit ganzzahligen Koeffizienten kann ausserhalb des Einheitskreises nicht konvergieren;

daraus folgt nacheinander, class ein Polynom unci   tt ),+ (f - n)u
l - n - = o

~

ist,
KoefEzienten allgemeine rationale

. . .

Bedingung   genligt,EISENSTEINschen
  Co + CI x + C2 X2 +

mit rationalen KoefEzienten co , C " C2 , . . . der ( (

wenn es eine ganze lahl a gibt , so , class jeder Koeffizient der Potenzreihe

cia x + c2a2x2 + c3a3x3 +

festgelegt , besteht der Satz :

Funktio11 , IX ~ - ~ ' { # 0 ,

. . .

die Potenzreihenentwicklung

( 14) g (~-'::_Il )yX+~
Polynoln sei.. da:f iir ist not-z:uendi,f;5011 lauter rationale Koeffizienten haben.

und hinreichend J dass die Reihe ( 14) Bedingung genugt.
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�

�
> I .

Koeffi-
elegantt:ren Formulierung des Satzes IV flihrt .

Potenzreihe

womit der volle Satz IV bewiesen ist .

Man kann anstatt rationale ganzzahlige
zienten betrachten , was zu einer anderen .

Ich sage , dass eine

ganz wird . Diese Definition
Es sei g (Z) eine ganze
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8) HEINE, Der EISENSTEINScbe Satz uber Reibenentwicklunge/l algebraiscber
die reine und angewandte Mathematik, Bd. XLV , S. 285-382J.

9) BOREL, loco cit., S. 32-38.
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Dass diese Bedingung hinreicht , ist eine

class sie notwendig ist , ist ein trivialer Spezialfall

Vergleich will ich einen schon en Satz des Herrn BOREL

Dass tine meromorPhe Funktion

sei, dafur ist notwendig una hinreichend , dass

dingung genugt .

unmittelbare Folgerung des Satzes IV ;

des EISENSTEINschen Satzes 8) . Zum

9) in folgender Form aussprechen :

mit rationalzahligen Potenzreihenentwicklung rational

die Entwicklltng der ErsENsTEINschen Be-


